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Il rC appartient qvt à ceux qui Vous rejfemblent, 

(Tafpirer au titre glorieux de Protecteurs des 

Sciences , parce quefeuls capables de les chérir 

en Hommes de goût y ÔC de les apprécier en 
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Hommes d'Etat , ils mettent une partie de leur 
gloire à les rendre flariffantes. Le grand Ecri- 
vain dont les découvertes nous inflruifent , ÔC 
le Miniftre éclairé dont Veftime bienfaifante 
anime nos efforts , ont la même part à nos pro- 
grès ôC le même droit à notre reconnoiffance. 
C*eJlfous Vos yeux y Monseigneur, que j^ 
fuis entré dans la carrière des Sciences : je dors 
Vous offrir les premiers fruits de mes travaux. 
S'ils font utiles , comme fofe Uefpérer , ils font 
dignes de Vous ; ôC l'hommage que je Vous en 
fais ne l'eft pas moins , puif qu'il eft Jîncere ôC 
déjintéreffé. Un motif perfonnel fe joint cepen- 
dant aux fentimens qui me l'ont dicté : c'ejl le 
defir d'infpirer aux Lecteurs un préjugé favora- 
ble à mon Ouvrage , en le faifant paroitrefous 
les aufpices d'un Nom cher à la Littérature , ôC 
fait pour paffer à lapojlérité. 

Je fuis avec un profond refpeci, 

MONSEIGNEUR, 



.Votre très-humbie & très-obélflànt 
Serviteur I d£ Bovgaikville. 
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PRÉFACE. 

LE Calcul ou la Géométrie des Infiniment- 
Petits a deux branches , le Calcul diffé- 
rentiel & le Calcul intégral. Le premier eft 
Fart de trouver les grandeurs infiniment petites 
qui font les ëlémens ou les différences des gran- 
deurs finies : le fécond eft Part de retrouver y 
par le moyen des grandeurs infiniment petites y 
les grandeurs finies auxquelles elles appartien- 
nent. Le Calcul différentiel defcend du fini à 
Tinfiniment petit ; l'intégral remonte de Tinfi- 
niment petit au fini : le premier décompofè , 
pour ainfi dire , une quantité j le dernier k 
rétablit. Mais ce que l'un a décompofè, l'autre 
ne le rétablit pas toujours ; foit que tout ne 
ibit pas intégrable , foit que Fart n'ait pu par- 
venir encore à intégrer tout ce qui peut l'être.. 
En 1 684. Leibnitz donna dans les A6les de 
Leipfîc les règles du Calcul différentiel j & 
trois ans après , Newton publia (on Livre des 
Principes Mathématiques de la Philofophie 
naturelle , prefque entièrement fondé fiir ce 
même Calcul. Il fe trouve feulement entre 
Leibnitz & NewtQn une petite différence pour 
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la dénomination du calcul 6c pour la caracSté- 
riftiquè * des quantités qui en font Tobjet. 
L'expreflion de Leiboitz eft admife par-tout , 
excepté en Angleterre j & elle paroît en effet 
plus commode. 

Leibnitz ^ en donnant les règles du Calcul 
différentiel ^ en cacha ks dimonftrations. M" 
Bernouili les découvrirent aaifîi^ot , & les pu- 
blièrent. S'etant depuis attachés au nouveau 
caicui ^ ils y ont fait des progrès rapides ; ils 
Font mênae enrichi confidérablement par les 
différences méthodes qu'ils ont inventées , & 
par les u£ages auxquels ils ont appliqué ces 
méthodes. 

Mais ces découvertes ièmées dans différens 
Livres ne formoient point un tout. M. le 
Marquis de THôpitai réfolut d'en faire un 



* Nota. Ce que Leibnitz nom- 
me différence , Newton le nomme 
fluxion : aîiïli ce que le premier 
appelle Calcul différentiel^ le fécond 
VdippeWe Calcul des fluxions. Newton 
nomme anfïï/irfarr ce que Leibnitz 
nomme intégrale ^ & Calcul des 
fluemes ce que <x dernier nomme 
Calcul hltiffral. A 4'égard de la ca^ 
rdâériftique ^ Newcenfour mar* 
quer qu'une variable x nue ou eft 
différerftiéê , rafec un point au- 

44001^ de.jla nanleiâ ÙJnwxQ xj 



Pour marquer une féconde diffé- 
rence, il met deux points; pour 
une troifieme , trois points ; & 

ainfi de fuite i , x ^ x ^ &c. 
Leibnitz fe fert de la lettre d qu'il 
place au devant de la changeante 
différenriée, & il la xépete autant 
d£i(Q\s qu'il y a d'uuités dans le 
degré de la différence. Ainfi dx^ 
dix ou i^Xj dddx ou J'x,&c. 
marquent les différences pre- 
mière , féconde, troifieme, &c, 
de *f, - 
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corps , ôc de les dévoiler en même temps fans 
réièrve. En 1696. il publia VAnalyfe des 
Infiniment-petits qui contient les règles du 
Calcul différentiel Ôc les applications dont il 
eft fufceptible. Le grand nom de l'Auteur dans 
les Mathématiques y Faccueil univerfèl fait à 
fbn Ouvrage , les applaudiflèmens qu'il a re- 
çus y de les progrès dont la Géométrie lui eil 
redevable , me difpeniènt d'en faire l'éloge. 

Quelques années après la mort de Newton y 
parut fbn Traké des Fluxions ou du Calcul 
différentiel, qu'il avoit compofé en latin & 
achevé en 167 1. En 1736. les Anglois en 
donnèrent une tradué^ion dans leur langue; 
&c l'illudre M. de Bufibn l'a depuis traduit en 
françois. On lit à la tête de ià tradu6tion une 
Préface, dans laquelle efl détaillée l'hifloire de 
la difpute qui s'éleva, au fu)et de l'invention du 
Calcul de l'infini , entre Leibnitz & Newton , 
c'efl-à-dire , entre Leibnitz & l'Allemagne 
d'une part , & l'Angleterre de l'autre : car 
Newton laiffant agir pour lui fà nation, êc 
fùr-tout fk renommée , demeura fîmple ïper 
dateur. M. de Buffon n'entreprend point de 
décider une queftion qui partage encore au- 
jourd'hui l'Europe ; mais il mec ion le^ur 
en état de prononcer,^ 
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de Quadraturâ curvarum , publie pour b 
première iR>is en 1 704. à la fuite de fbn Traite 
d'Opdque. On y trouve des méthodes géaér 
raies pour intégrer certaines différentielles, des 
formules calculées d'après ces méthodes , l'u- 
âge de ces formules pour coi^ruipe des tables 
d'intégrales y & enfin des tables foêtne toutes 
con{mitte& • 

Tous les grands Géomètres ont travaillé 
depuis à Tenvi fur cette matière, dont rimpor-* 
tance & la difficulté étoient pour eux de puif« 
&ns mod&.:Les Bernoulli qui font prefque ei> 
droit de prétendre à la gloire de l'invention ^ 
^ par la promptitude avec laquelle ils ont {aà& 
quelques rayons de cette Science qui s'échap-» 
poient à peiiie , & par l'iifâge qu'ils en onc 
fm. y donnèrent de nouvelles 'méthodes d'inté-) 
gration, qui fê trouvent dans le recueil de leursi 
Ouvrages âc dans les A^es de Leipflc* Il y a. 
même une partie efTeiitielle de la nouvelle 
Analyfe, qui appartient toute entière à Tilluflre 
Jean Bernoulli : c'efl le Calcul différentiel ôc 
intégral des. quantités logarithmiques & expo-: 
ncntielles j quantités auxquelles Newton ôc 
Leibnitz ne paroifïbient pas avoir penfé. Cotes 
enrichit encore le Calcul intégral de plufleurs 
belles mtt)iode$ dans, ua Ouvrage, iimtulé ;.I 
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Hàrmonia menfurarum ; ouvrage qui vient 
d'être traduit y éclairci & augmenté par le 
iàvant D. Charles Walmefley , Bénedii^a 
Anglois. * 

Le premier Traité élémentaire de Calcul in- 
tégral fè trouve dans TAnalylè dénontrée du 
P. Rejmeau , publiée en 1 708. Il y donne les 
principales méthodes connues de fbn temps ^ il 
en démontre même quelques-unes qui ne Fa-^ 
voient pas été par leurs Auteurs. Mais depuis 
ce temps les méthodes fè font beaucoup mul« 
dpliées : d'âiUeurs le P. Reyneau eft tomba» 
dans qudques erreurs a£Ebz confidérables. 

En 1730. parut un Ouvrage de M. Stonej^ 
intitulé: Amuyfe des Infimment-'petks 9 com^ 
prenant le Calcul intégral dans toute jofh 
étendue. Le titre de ce Hvre promet beaucoup : 
mais maOïeureufèment l'ouvrage ne répond 
point au titre f il efl bon même d'averdr les> 
commençons 9 qu'ils poueroieat être induits ea 
erreur par des parai(^;tfmes qui s'y venoon-i 
crent en ailez grand nombre. Je me conten- 
terai d'en citer un exemf^ : On ne peut trou^ 
ver j dit l'Auteur dès la première page de 
Ion livre ^ les Intégrales exprimées par des 

^ Son Livre a pour titre : AnÀljft des mtfitres dts rapports & dei 
kttgUs , m réiiiltint éfs ii^ifftdes «mk hgmthm* & mx éerai» $mlè^ 
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fractions ÔC par des quantités fourdes , qu'yen, 
faifant difparoitre dans les unes leur ojéno^ 
minateur complexe ëC dans les autres leur 
Jigne radical ; ce qui fe fait par le màyeiL 
d une ferie infinie. Cette propofition eft évi- 
demment Êiufle. Il fuffit pour en être coh-' 
vaincu , de fàvbir les premiers principes da 
Calcul difFérentid. Ik nous apprennent que 
toute fraction finie a pour difierentielle une 
fra6):ion , & qu'une quantité compofée de 
radicaux le& con&rye aum dans fa différentielle.. 
On trouvera donc daiis ces deux cas des inté-; 
grales' finies, Êms avoir hefoin de recourir aux. 
i^ies infinies; 

'Qu'il me foit pfermis de remarquer ici quel 
fi^uyenf on abulè de ces fèries*. La théorie des: 
Suites eft importante , utile , néceflfaire même, 
en certains cas. EUe a précédé la découverce- 
des nouveaux' calculs qui ne jeùvent s'enr 
paflèr qud^uefois j fit c'eft; le fupplément le- 
jJus heureux que Ton ait trouvé à l'imper- 
fèétion des méthodesw Mais le calcul des Suites, 
ne donnant': que par approximation les valeurs r 
cherchées y ÔC dailleurs étant long , pénible,. 
ÔC qudquefois Êiutif dans la pratiqua , il. me 
^mble qu'on , ne doit l'employer qu'avec 
beaucoup de ^réfè^ve ôç de précaution*. 
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Enfin de touî les Ouvrages où Toa s'eil: 
propofé de traiter le Calcul intégral , le plus 
eftimable , au jugement des connoiflèurs > efl 
celui de M"* Agnell , intitulé : InJlitii:(ioni 
analitiche alUufo d*ella gioventu Italiana^ 
Ainfi ritalie qui a été le berceau de PAlgebre^ 
à produit aufli l'ouvrage le plus étendu que 
nous ayons for la nouvelle Analyfè. L'illuftre 
Académicienne dans la partie de Ton livre de- 
vinée au Calcul intégral , fuit un ordre qjui- 
répand un grand jour fur cette matière : elle 
explique & démontre trèsrckirement différen- 
tes méthodes, ôcÊiit voir par-tout une grande 
icience du calcul &c beaucoup d'adrefTe pour 
le manier. Cependant fon ouvrage n*eft pas 
complet j & Ton peut encore regarder le Livre; 
de M. le Marquis de l'Hôpital comme la. pre- 
mière moitié d'un grand tout qui en attend une. ' 
féconde^ 

: En effet , depuis que l'Ouvrage de M"* 
Àgnefi a paru , les JVLémoires des Académies 
des Sciences de Paris , de Berlin , de Peters- 
bourg, de Londres, fè font remplis d'excellens 
morceaux fur le Calcul intégraL M" Daniel 
Bernoulli , Euler y Clairault ,. Fontaine , d'A- 
lembert , & un petit nombre d'autres Géomè- 
tres qui. empêchent aujourd'hui. l'Europe de- 
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regretter ceux du fiecle paflë , fe font fort 
attachés à cette partie importante de la Géo- 
métrie. Non contens de fe fervir de cet Arr 
iublime dans toutes leurs découvertes , ils ont 
perfectionné l'Art même par des méthodes 
également fécondes & élégantes. 

Ainfi ceux qui veulent apprendre le Calcul 
intégral , font obligés d'étudier un grand 
nombre de pièces détachées qui fe trouvent 
qparfes dans difFérens livres que fou vent ils ne 
connoiflènt pas , ou qu'ils font hors d'état de 
confùlter. Cet obftacle joint à la difficulté mê- 
me de la matière peut rebuter pour toujours , 
ou au moins arrêter dans leur courfe, de bons 
cfynts dont les progrès feroient avantageux à 
la Géométrie. Ajoutons que les inventeurs des 
méthodes écrivant ordinairement pour les Sa- 
vans 9 ne fongent pas toujours à fe mettre à 
la portée de ceux qui commencent. 

Il étoit donc à fouhaiter qu'on recueillît 2c 
qu'on raflemblât dans un feul Traité les difFé- 
rens morceaux for le Calcul intégral , diQ)er- 
ies dans les ouvrages particuliers Ôc dans les 
Mémoires des Académies 5 qu'on fît un choix 
des méthodes eflentielles & générales; qu'on les 
préfentât fous un point de vue Êicile à feifir j 
qu'on rétablît les proportions intermédiaires 
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que (uppriment aflez fbuvent les inventeurs 
pour ne donner que des rëfukats ^ que Ton 
conduific enfki les commençans pas à pas ôc 
comme par la main dans les routes embarraP 
lëes de ce labirinthe. 

Je n'aurois pas oCé former un tel projet , û 
je n'y a vois été encouragé par les confeils de 
quelques amis y dont les lumières m'ont été d'un 
grand fecours. Sûr qu'ils ne m'abandonne*' 
roient pas dans une entreprise peut-être au-* 
defTus de mes forces ^ je fuis entré dans la 
carrière : c'efl au PubUc à juger des premiera 
pas que j'y fàistr 

J'ai mis à la tête de cec Ouvi^ge tme In-< 
trodudtion, dans laquelle j'ai expofé le Calcul 
différentiel des quantités logarithmiques &c ex^ 
ponentielles ^ qui ne fe trouve pas dans l'A-^ 
Baly&.des Inâniment^perits. J'ai été contraint 
à cette occaflon d'entrer dans quelque détail 
fiir les principales propriétés des logarithmes 
& de la logarithmique^ Cette Introduction 
renferme encore une théorie abr^ée des fmu^ 
^ des cofinus des angles , & des racines ima-* 
ginaires des équations. Ces théorèmes m'ont 
été néceflaires pour ne rien fuppofèr dont le 
ké^eur n'eût fous Tes yeux la démonibradon^ 
/ Jç divilè ensuite l'Ouvrage en deux parcies^^ 
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La première contient les règles du Calcul in- 
tégral des différentielles qui n'ont dans leur 
expreffion qu'une feule variable avec des con- 
fiantes quelconques. La féconde partie efl de- 
flinée à expliquer les règles du Calcul intégral 
des quantités ou des équations différentielles qui 
renferment deux , trois ,, ou en général plu- 
fieurs variables ; & auffi le Calcul intégral des 
fécondes , troifiemes , &c. différences. Cette 
divifibn m'a paru la plus fimple ôc la plus nà-^ 
turèlle. Je ne donne aujourd'hui que la pre-^ 
miere partie ; la féconde la fiiivra de près. Je 
pourrois même , fi le Public me paroît le dé-, 
nrer i y' joindre une trpifîeme jpirtie , qui con- 
tiendroit l'application du Calcul intégral aux 
plus beaux Problêmes de Géométrie , d'Aflro- 
nomie , de Méchanique ôc de Phyfîque, 
;' Pour remplir le plan de ce Traité , j'ai ùit 
enfbrte de n'oublier aucune des méthodes con» 
hues jufqu'à préfênt. Je les ai placées dans 
Fordre où elles m'ont paru fe prêter le plus 
grand jour , allant des plus flmples aux plus' 
Compofées. A la fuite de réxpofitîoh de chaque- 
méthode j'ai ajouté un, deux ou plufieurs 
exemples généraux , afin de ne laifïèr aux 
eommen^àris aucune difficulté fur l'applica-^ 
lion dés piihcipes^ Dans les endroks où ion 

ne 
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ne peut fè paflèr de cdculs fongs &c pénibles , 
( ôc ces endroits fè rencontrent aflez fréquem- 
ment, ) j'ai fait les calculs tout au long , mar- 
chant de conféquences en conféquences , fans 
en fupprimer aucune ; bien convaincu, que le 
mérite principal d'un ouvrage élémentaire, eft 
la clarté. En un mot , j'ai tâché qu'il ne reflâc 
plus à cette matière que la difficulté qui en efl 
abfblument infeparable. Je prends mon ledteur 
au fordr de l'Analyfe des Infiniment^petits de 
M. le Marquis de l'Hôpital , 6c je fuppofè 
qu'il a les connoif&nces néceflàires pour en- 
tendre cet Ouvrage. 

Les fburces dans lefquelles j'ai puife , font 
le Traité de la quadrature des Courbes de 
Newton ; VAnalyfe démontrée du P. Reyneai; 
d'où j'ai tiré plufieurs méthodes, en avertifTant 
des méprifès qui lui font échappées 5 les Ouvra- 
ges de Jean Bernoulli; le Traité de VAnalyfe 
des mefures des rapports ÔC des angles , <5Cc. 
de D. Charles Walmefley 5 l'Ouvrage de M"*» 
Agnefl ; les Mémoires des Académies des 
Sciences de Paris , de Berlin & de Petersbourg ; 
& enfin quelques Mémoires de M. d'Alemberc 
qui ne font point imprimés , 6c qu'il a bien 
voulu me commimiquer. Je lui dois trop pour 
ne pas ^fir cette occaflon de lui témoigner 

C 
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publiquement ma reconnoiffance ^ mais je 
n'entreprendrai point de faire ion éloge : mes. 
louanges n'ajouteroient pas a fa réputation ; 
îl peut s'en repofer fur iès ouvrages , iur fËu* 
rope & la Poilérité. 

Je finirai par avertir que rien n'eft à tiK^ 
dans cet Ouvrage, fi ce n'eft Tordre que faî 
tâcHfé de mettre datis les différentes méthodes ^ 
& la forme que je leur donne , & qui (èrvira 
peut-être à les faire entendre. Je ferai trop- 
récorhpenfe de mon tra.vail, fi je puis me flat- 
ter de-eontribuer aux progrès des jeunes Géo-^ 
mètres.. La gloire des inventeurs efl plus bril* 
knte fans doute j mais fèroit-on Citoyen , fî 
Ton ne préféroit la fatisfadUon d'être utile à 
F honneur d'être admiré l 
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EXTRAIT DES REGISTRES 

de r Académie RayaU des Sciences , ; 

Du 17. Janvier i753* 

XN, OUS CommifTaires nommés par 1* Académie^ 'avotife 
^examiné un Ouvrage cle Monfieur de Bougairruille le jeune 9 
qui a pour titre : Traité du Calcul intégral pour fervir dé fuite 
a PAnalyfe des Infiniment-petits de M. le Marquis de PHôpital. 
. Cet Ouvrage eft divilé en deux parties : la premieie 
traite de Tintégration des différentielles à une leule va-* 
TÎable; & c eft la feule que TAuteur publie quant à préfent: 
la féconde doit avoir pour objet Fintégration des équation^ 
& des quantités différentielles à plufieurs variables ^ ai de 
différens ordres ; elle doit y fuîvant le projet de M. ^ de 
Bougainville , fuivre de près la première. 

L'Auteur donne dans fa pré^ce Thiftoire abrégée' ^dtt 
Calcul différentiel *& intégral^ & les principes fût lefqùels 
eft appuyée la métaphyfique de ce Calcul , métaphy«(^ 

3ue plufieurs Auteurs ont mal entendue. Il parle ertfuite 
es différens ouvrages 8c mémoires qui ont été publiée fur 
le Calcul intégral y & dans lefqùels il à puifé ; Ac ii fiiiit 
par préfenter à fes leâeurs le plan genérai-dti IPtûté 
"ïjuil met au jour , & dont nous rendons compte» ^ 

A la têre de l'Ouvrage eft une întroduÊlion qui contient 
différentes recherches néceffaires pour Tintelligence' des 
problêmes de Calcul intégral. Dans cette introduction 
M. de Bougainville y après quelques notions prélitninairesj 
explique d'abord le Calcul différentiel dés quantités loga- 
rithmiques y qui manque dans YAnalyfe dés Infiftimem-petitsi 
àc quoique cette matière foi^ déjà traitée dans plmieurs 
ouvrages y M. de Bougainville la expliquée d^pne manière 

cij 



qui la lui rend propre i & qui en donne des idées très^ 
nettes. 

II pafle de-là au Calcul diJBférentiel des quantités expo^. 
nentielles ^ branche féconde du calcul des logarithmes* 
Il expofe avec beaucoup de netteté tout ce qu on peut 
defirer fur cet article ^ & y joint des remarques qiti font 
concevoir clairement la nature de ces quantités. 

Ënfuite viennent plufîeurs propofitions fur les finus^ 
icodnus y' tangentes àc fécantes des arcs de cercle : elles 
fervent à démontrer le fameux théorème de M. CStes^ 
Çi utile dans l'intégration des fra£tions rationelles , 6c con- 
duifènt à une théorie encore plus étendue des racines ima- 
ginaires des équations. Cette théorie difficile y mais d au- 
tant plus néceflaire qu'elle manque dans les livres ordi- 
naires d'Algèbre > & que le Calcul intégral ne fauroit s'en 
pafler ^ elt expliquée avec beaucoup de détail & de prér 
cifion. 

La première partie de l'Ouvrage débute par llntégratioa; 
des diâférentielles de la forme la plus (impie : l'Âuteuc 
après en avoir donné la règle y l'applique a diâférens cas 
qui paroiflent plus compofés ^ développe & réfout les diffi- 
cultés qui peuvent s'y rencontrer quelquefois ^ & paroit 
avoir prévu tout ce qui peut embarrafler les commençans.^ 
^ Il remarque enfuite que l'art du Calcul intégral con^ 
iiftie à réduire par différentes trans£3rmations une diffé* 
senttçUe donnée à cette première forme ^ la plus fimple 
de toutes. En conféquence il détaille les différentes trans» 
formations dont on peut faire ufage y en montre l'art 6c 
la méthode j indique celles de ces transformations qu'on 
emploie le plus fréquemment ^ & rend cet emploi fenfible 
par des exemples choifîs. 

De-là 9 M. de Bougainville paffe à la théorie de l'addi- 
tion des confiantes : il entre à cette occafion dans des 
détails qui nous ont paru inflruâi& > utiles & nouveaujc, 
à ceiuins égards. 
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Ces recherches font fuivîes de la méthode pour Pinté- 
gration des différentielles binômes & trinômes : TAuteur 
en faifant ulàge y comme il en avertit ^ du travail du P. 
Reyneau j remarque les fautes où il eft tombé en traitant 
cette matière > ôc les.^expofe dans tout le détail & avec 
toute la clarté qu exigent le nom de l'Auteur & Timpoïc* 
tance du fujet. 

Il vient enfuite à l'intégration des fraâions rationelles^ 
& nous croyons pouvoir aUurer qull ne laifTe rien à défîrec 
fur cette partie (1 effentielle & fi étendue du Calcul 
intégral > que M. Bernoulli n'a voit donnée qu'imparfaitement 
dans les Mémoires de l'Académie 1702/ L'Auteur expofe 
d'une manière fenjfible ce qui manquoit au travail de JVL 
Bernoulli , ôc développe avec beaucoup de netteté âc de 
méthode ^ les moyens que diâférens Géomètres ent imar 
ginés pour fuppléer à ce défaut. 

Il Élit connoître l'ufage de fa théorie ^ non-feulement 
en montrant comment on intègre une firaâion rationelle 
quelconque ^ mais en faifant vok de plus comment on 
réduit à la forme de fraâions rationelles pUifieurs différen- 
tielles qui n'ont point cette forme ; & c'eft ici fur-tout 
qu'il ïût ufage des transformations expliquées plus haut^ 

M. de Bougainville vient enfuite a l'intégration des 
différentielles qui fuppofent la reâification de l'ellipfe & de 
l'hyperbole > aind que des différentielles qui dépendent de 
la quadrature des courbes du troifîeme ordre : matière 
qu'il traite avec la même étendue que les précédentes^ 
& avec la même exaâitude. . v 

Enfin il explique ôc augmente confîdérablement les 
recherches très - abrégées que M. Newton a données dans 
fa Quadrature des Courbes y fur la quadrature de celles 
dont les équations ont trois ou quatre termes ; ôc il termine 
la première partie dont nous rendons compte ^ par l'inté- 
gration des différentielles qui contiennent des quantités 
exponentielles ôc logarithmiques j ôc de celles qui font 
aâeâées de plufieurs fignes d'intégration^ 



L'Auteur a joint à toutes ces recherches un Chapitre 
fur les Séries , qui termine cette première partie de fon 
Ouvrage. Dans ce Chapitre il donne tous les principes, 
& même tous les détails , ndceflaires pour fe mettre au fait 
des feries & de leurs ufages ; il enfejgne la manière de les 
former, les moyens de reconnoître leur convergence ou 
leur divergence ; ôc enfin leur ufage dans le Calcul inté- 
gral , & principalement dans la Quadrature du Cercle ^ 
ôc la conftruâion des Logarithmes. 

Cet Ouvrage nous paroît remplir le défir où les Géo^ 
mètres étoient depuis long-temps d'avoir un Traité fur le 
Calcul intégral qui renfermât & expliquât clairement tout 
ce qui a été fait fur cette matière y & qu'on ne pouvoit 
jufqu ici fe rendre familier qu'en recherchant avec beau* 
coup de peine diâférens morceaux épars dans un grand 
nombre d'Ouvrages , & fouvent même difficiles à entendre 
par le peu de détail dans lequel les Auteurs font entrés. 
M. de JBougain ville fupplée à ce que ces Auteurs n'ont 
point fait , ôc joint à cet avantage celui de préfenter dans 
un même corps , ôc fous un même point de vue tous les 
principes ôc toutes les méthodes du Calcul intégral ^ de 
faire fentîr l'efprit ôc l'art de ces méthodes , ôc de les dé- 
tailler avec beaucoup d'ordre y d'intelligence ôc de clarté* 
Nous ne doutons point que la féconde partie ^ à laquelle 
nous lavons que l'Auteur travaille affidûment, ne foît atten* 
due avec beaucoup d'impatience par tous les leâeurs de 
celle-ci qui nous paroît très-digne de l'approbation de 
l'Académie ôc de l'impreffion. Signé , N I C O L E 5 
D'ALEMBERT. 

Je foujftgné certifie le préfent Extrait conforme à fon original. 
& au jugement de la Compagnie. A Paris , ce vingt-neuvième 
jour de Mars de f année milfept cent cinquante-quatre. 

GRANDJEAN DE FOUCHY, 
Secrétaire perpétuel de l'Acad. Royale dts Sciences. 



XXUJ 



AVERTISSEMENT^ 

DAns le courant de rîmpreflîon nous nous fommes» 
apperçus d une feute qui s^eft gliffée à TArticle VL 
de rintrodudion ; nous allons la corriger ici & même 
éclaircir cet article qui pourroit arrêter les commençans» 
Fage 6^ ligne y^ au lieu de w -4- r le nombre de termes 
qu'il y a depuis j jufqu à S y & du rejle dt F Article ^ 
lifez y »H-r le nombre de termes qu'il y a depuis m 

jufqu a 8^ on aura , comme Ion fait par la théorie des 

I ' 

progreflions géométriques , w = 3 ** . Donc en prenant 
les logarithmes des deux membres de cette équation y oa 
aura — / 3 > ou — pour le logarithme de m . On aunn 

de même Ss=m^'^^ i donc (n^i^r).lm^ ou (»H-r). ~ 
fera le logarithme de 8» 




TRAITÉ 




TRAITE 

DU 

CALCUL INTÉGRAL y 

. Servant de Suitr 
A L' A N A L Y S E . 

DES INFINIMENT-PETITS 

DE M, LE MARQUIS DE L'HOPITAL. ' 

I N T R O DU C T I O N. 
CHAPITRE PREMIER. 

Définition du fujet , Divifion de V Ouvrage , ^ 

Explication de quelques Signes dont on Je 

fervira dans la jiiite, 

L 

Définition. T *Art de trouver les grandeurs infini- ceqnec'eft 
X^ ment petites qui font les différences ou '^ *^*^^ 
les ëlémens des grandeurs finies > fe nomme le Calcul 
'âifférentieh M. le Marquis de l'Hôpital, dans Ton Livre inti- 



3 Introduction au Traite^ 

tulé Analyfe des infiniment fetits y a donné les règles de cô 
Calcul > & a montré les ufages auxquels on le peut appli-- 
quer. L'art de remonter des grandeurs infiniment petites 
aux grandeurs finies dont elles font la différence > c'eft-âe' 
dire de trouver ces grandeurs finies ^ s'appelle le Calcul 
Intégral ; & la quantité finie dont une quantité différent» 
tielle eft l'élément ou la partie infiniment petite > s'appeller 
Vlntégrale de cette différentiellei^ 

IL 

Dî^'fionae Nous dîvîferons ce Traité du Calcul intégral en dcu* 
'^"^'^ parties. 

Dans la première nous donnerons les méthodes d'inté* 
grer les différentielles qui nont qu'une changeante. 

La féconde aura pour objet l'intégration des différen-^ 
tielles qui contiennent deux > ou un plus grand nombre 
de variables» 

. Tel eft le plan de ce Traité. Pour le remplir , nous, 
établirons , avec le plus d'ordre qu'il nous fera poffrble , les 
différentes méthodes fur klquelles eft fondé le Calcul in^ 
tégral > & nous leur donnerons la plus grande généralité dont: 
elles feront fufceptibles, auffi-bien qu'aux exemples qui etb 
feront l'application.. 

IIL 

Expiîcatfon Nous allons placer ici l'explication de quelques terme* 
Signes dont & de quelques lignes qui reviendront fi:équemment dansr 

on fe (èrvîra ^^ 

4lani ce Trai- CCt OuV»gfti , 

te. 



DU Calcul intb^gral. Chap. L 5 

i^ Le (igné f mis devant une quantité différentielle^ 
indique l'intégrale de cette quantité. AinCifdx défigne 
l'intégrale àt d x \ f d x x y^ ^p'^9 Xy l'intégrale de 
dxy' j^p'-^-^Xy & ainfî des autres. Ce figne /s'énonce 
par le mot à&fommc ; par exemple/^ x K 4^ -+- p ;c s'énonce 
àïtïCiy/omme as dxV^ ^p'^^ Xy parce que l'intégrale de 
dx^^ ^p-^t^x eft en effet la fomme des élémens > ou 
quantités infiniment petites d x V^^p^^x. 

2?. Un point entre deux quantités indique une multi- 
plication y auffi-bien que le figne x. Ainfi ay .by exprime 
ay multiplié par b y aufiî-bien que ay x b. Il en eft de 
même de {xx^fx'-^^g) . {xx^hx^i) ficc. Nous nous 
fervirons indifféremment de ces deux fignes de multiplica« 
tion. 

3®. Lorfqu^une grandeur complexe eft élevée aune puîA 
lance dont l'expofant eft entier ou fi:a£lionnaire y pofîtif > 
ou négatif, on dit que cette grandeur eft fous le figne. Si 
elle n'eft élevée à aucune puiffance y elle eft dite hors du 

figne. Ainfi dans (abdx'^ibxdx) . {aax'-hcxx) — * 
aax^cxx eft fous le figne ±{y 6c abdx^zbxdx eft 
hors du figne. 

4®. Ix fignifie le logarithme de x^ /(a^-H^Jc), celui 
de aa^xx : llx exprime le logarithme du logarithme 
àtxy fx. ainfi de fuite: {Ix)—^ fignifie le logarithme 
de :c , élevé à la puiflance dont TexpoÊuit eft ±;ii. Il faut 
bien diftinguer {lx)'=^^ de /(^) — '^ qui fignifie le lo- 
garithme de la quantité x élevée à la puiflance + ^ * 

Aij 



4 lîfTRODUCTtOïf AU Traite^ 

(/a:*)— '^ veut dire le logarithme de x'^y ceft-à-dirc fe 
X élevée à la puîflance n ^ lequel logarithme eft lui-même 
élevé à la puiflance Hh m. 

5^. On appelle fonélioii d'une quantité variable x^ unb 
autre quantité dans laquelle cette variable x fe trouve mê-i 
lée de quelque manière que ce foit avec ou fans confian- 
tes. Ainfi toutes les quantités fuiVantes font des fonâîonS 
dex, x' -i- X* i y^{'^^} ', fdxVia' x-^b* x*yi. 
ax^ Ix h & ainfi de plufîeurs autres- 

On appelle fondîon de deux variables xy y une quantité 
dans laquelle ces deux variables fe trouvent mêlées de quel- 
que manière que ce foit avec ou fans confiantes : telles» 
ioïit xy — xx'^y^ {axy^byx) y &c. 

IV. 

Avertissement. Comme on ne trouve pomt dans TA- 
nalyfe des infiniment petits le calcul différentiel des quan- 
tités logarithmiques & exponentielles , nous allons le 
donner ici , afin que le leâeur n'ait rien à défirer fur cett& 
matière. Nous cxpoferons enfuite & démontrerons quel- 
ques propofitions fur les Sinus , fur les Co-finus & fur les 
Imaginaires , qui nous font néceffaires dans la fuite de* ce 
Traité. Outre qu'il auroit été incommode de les démontrer 
à l'endroit même où nous en aurons befoin , parce que 1^ 
chaîne des matières en auroit été interrompue , le leâeut 
ne fera peut-être pas fâché de les trouvée ici toutes réunie§ 
f n un feul corps^ 



Dû Calcul înte^ghal. Chap. !!• Y 

CHAPITRE IL 

Calcul différentiel des quantités logarithmiques^- 

LÈs Logarithmes font une foîtô de noitiBres en prd- DéfTnîtîo» 
greffion arithmétique quelconque , répondans à une ^es/^^" 
fuite de nombres en progreffion géométrique quelconque* 
Tout fyftême de logarithmes eft arbitraire, c*cû-à-dîre qu'on 
peut fuppofer telle qu'on veut la progreffion arithmétique 
dont îl s'agit. On fuppofe feulement pour plus de fïmplîr 
cité que le logarithme de l'unité eft zéro. 

Qu'on prenne , par exemple > la fuite de nombres ea 
progreffion géométrique y 

I : 3 : p r 27 : 81 &c. 
& la fuite de nombres en progreffion arithmétique ^ 

O . s . 2S . ^ s . ^s &c. 
s repréientant un nombre quelconque , & o étant le lo- 
garithme de l'unité ; 5 fera le logarithme de 5^ ai celui 
de p , ôc ainfi de fuite.. 

VL 

. Il y a plus : cette fuite donnera non-feulement le loga-r 
fkhme d'un nombre quelconque de la progreffion triple^ 
mais encore le logarithme au moins approché d'un nom- 
2>re quelconque qjoi ne fe trouve pas dans cettie progreffion^r 



(S Il^TRODUCTlOH AU TraITE^ 

Par exemple ^ û on demande le logarithme de 8 ^ il ne 
s'agit que déformer une progreilion géométrique continue 
dans laquelle fe trouvent i > 3 ^ 8 , 9. Soit m le fécond 
terme de cette progreilion , n le nombre de termes qu'il 
y a depuis m jufqu à 3 , w-t-r le nombre de termes qu'il 
y a depuis 3 jufqu à 8 ^ on aura ^ comme Ion fait par les 
élémens de la théorie des logarithmes ^ - pour le loga-? 
rithme de/w, &(»-ihr).- pour le logarithme de 8* 

VIL 

Manîere de On peut donc en fuîvant ce que nous venons d'expofer^ 
Table de lo- c'cft-à-dirc, en imaginant une progreflion arithmétique quel- 
conque dont le premier terme foit zéro, & dont les termes 
répondent à ceux d'une progreflion géométrique quelcon- 
que de nombres entiers , on peut, dis-je, dreflerune table 
qui repréfente les logarithmes de tous les nombres naturels 
depuis l'unité jufqu'à l'infini. Ces tables font du plus grand 
ufage pour faciliter les opérations arithmétiques. Par leuc 
moyen les multiplications 6c les divifions fe réduifent^^ 
comme l'on fait , à des additions 6c à des fouflraâions« 

VIIL 

icsïowS ^^^^ ^^^ tables de logarithmes dont fe fervent aujour- 

îbrvent^"' les ^'^^ ^^^ Géomctrcs > 6c qui font celles de Briggs , on fup-i 

Géomètres, pofe que la progrcflion géométrique eft t^ 10, 100 6c c* 

6c la progreflion arithmétique 0,1,2 6cc. ou , ce qui 

revient au même o, i . 000000 , 2 • 000000 6cc. en met^ 

tant autant de zéros qu'on veut après 1,2 6cc. pour repré-* 



DV Calcul, IN TE^GR AU Chaf. II. 7 
fentet ces nombres en parties décimales ,. 6c pour avoir 
plus exaâement & fous k forme de nombres, entiers les^ 
logarithmes intermédiaires» 

I X. 

Telle eft la théorie des logarithmes* En conféquencè Dégnjtîofp 
^e cette théorie > les Géomètres ont imaginé une courbe xitbad<^u^^ 
B M Nf^ qu'ils ont nommé Logarithmique^ dont la pro- 
priété principale eft que les ordonnées -^ B, PM^ ^A^> &c*. p ^^ 
étant en progreflion géométrique , les abfciffes correfpon- 
idbntes o ^ AP > ^ ^ > Ôcc. font en progreflion arithmétW 

que;. '. . f ■ -. '. 

X.. 

Il eft donc évident que fi on imagine menées à cette courbe 
un nombre infini d'ordonnées ^ett progreffion géométrique^ 
les portions <l'^d>fcifles con:efpondaate& feront égales entrer 
elles. Car de ce que , AP , A,Q , ôcc. font en progreCr 
fipn arithmétique I il s'enfuit que^PssP^;^&c<r 



Diaprés la jpropriété fondamentale '&£a1^ Mamere Jè* 

' • ' "^ trou — "' 

mm 
Xoc 



â eft aifé d avoir fon équatibn*. «natîoa deia^ 

Problème. Trouver l'équation de fa Ibgarithmiiqùe; q«^ ^'^ 



Solution. Soient tirées dans la logarithmique BMNV 
Ite* ordonnées V 7^=r,y / iV^ariit^ MP ^r'y ABrh:^ , F»» i^ 
ic tant d'autres qu'on voudrai en' pr6grefIioh géomé* 
trique^ répondantes aux: s^fcifles x env progreflion aritln- 
métiquet Je mené à une^^itance ih^ 



ÎNTnoDueTîOi^ AU Traite^ 

VTy Tordonnée vt\ à la même diftance de A^^^ lordonJ 
ttée aufli infimment proche nq\iL ainfî de fuite. On voie 
que chaque portion dabfciiTe ^ renfermée entre-deux ordoa«^ 
nées infiniment proches ^ fera la même > ôc pourra par 
conféquent être.défignéç par ^^ > enCorte^quç Tt=idx ^ 
& P^qz=d X. Qr puifque Tr=jQq^ ou a par la propriété, 
dç là logarithmique p^T : yt^: Nj^ *• «^ î donc fubtra^ 
kendo Fk: VTwNe : N Q^ , c'eft-à-dîrc dy.y\\dz\,z^ 
Donc lairaîfon de dy a^ fera confiante y c'cfl-à-dire qu*oa 

pourra égalejc — ;à une co,r]iflante,, M^is (^;c pÛ confiante j 

on aura donc -^=s-^ (^ efl une confiante quelconque* )• 
Ç'pfl réquation de la logarithmique^ 



,-.^ 



Démonftra- ' -Go^oil^AïRï. Dôttc-ia fouittSrigfcnte de la logaiîrWiqu^ 
^^uw'^ro'^'îfé- ^ fionftaftte-v' c'eft4-dîj:e queïfe cfl la. même pour tous 
tés principa- les points decl^ legtrkKHiîqUe* Car l'équation ptécédente 
c^'urbe/'"' il^il donne '^=^i çr^^ efl Texpreffion de la 

y A dy «* -^dy * 

. ,^ fous-tansente* iCOfnme il efl prouvj^ Jans ranalyfp. des in- 

' ''fîniment petits^ Se6i. II. donc la fous^tanjgente efl çp.a*. 

..../:: fftante. ■ r 

,'M:y rC:';)..::. ; :. .. ;;i u^ 5^Tf'^ ' '-''"'^"' - •■'■?■ 

\ft- «.^ »'./'»-*■. •- ..c •-•.*ly. ...... «, 

1 

« .-.: ^ T:B]ÉOR^K^Et Je (^is .n\aibEeiUi.tit que:ibit dans twe rném4l : 
logaçûhmiquç-9 .feitrdaas 4e<ix logarithmiques différentes >' 
les ordonnées éÇint.prires ;ç;n indice j:appprt> les portions 
d;«fbr(;^&$ f q£f§%Ô#^^«^.rÇ!l9iCjeiMie ^ies <cpm@ië 1^ fou&r: 
tangentes. DÉ m. 
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Dem. 1®. Dans la même logarithmique mMn'N^ ^ (i FJg. t. 
M?\ mp:\N' Çl^ m^q^y on aura P/? : Q^^^:: T^/? : 
/^^'. Car alors les portions dabfciffes Pp & Q'/font 
égaies, & la fous-ta«génte eft la même. Donc, &c. 

2^. Dans deux logarithmiques diflférentes m Mn' N^ ôc Rg. i. at 3. 
»A^, fi on a MP : mp :: NQ: nq^ on aura P/^ : (Iq :: 
T^/? : Tq. Car en fuppofant d'abord que mp eft lordon- 
née infiniment proche de MP , 6c de même que nq eu 
infiniment proche de NQ^ on aura par Thypothefe MPi 
mp : : NQ : nq y donc fubtrahendo M s : mp :: Nr : «^ • 
Mais Ms : w/? :: P/? : T^p , & A^r : nq :: Qq^.Tq; donc 
P/? : T''/? :: Q^ : T"^ ^ ou Pp : Qq :: T^/? : T^. Donc 
les deux portions dabfcifTes infiniment petites Ppy Qq 
feront entre elles en raifon des fous-tangentes > c'eft-à-dire 
en raifon confiante. Menant une 3^. ordonnée infiniment 
proche de iWP & de NQ , & faifant les mêmes propor* 
tions > on trouvera le même réfultat. Or par les propriétés 
des prpgreflions ^ û on ^ a: b :: /:: d ^ Ôcet/zicid, 
g: h-.: c : d ficc. on aura a^C'^g Sec : b^+'f-^h &c :: 
4: : d. Donc la fomme des portions infiniment petites dab£^ 
cifTes dans une des logarithmiques , fera à la fomme des 
portions infiniment petites d'abfcifles dans l'autre logarith- 
mique , comme la fous -tangente de la première de ces 
logarithmiques eft à la fous-tangente de la féconde. Donc 
û on prend dans deux logarithmiques différentes des or- 
données en même rapport > les portions. dabfcifTes corref- 
pondantes feront entre elles comme les fous-tangentes» 
Donc , Ôcc. B 
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XIV. 

Corollaire. Il eft aifé de voir mainteitant que dans quel- 
que logarithmique que ce foit ^ le logarithme du rapport 
d'une ordonnée quelconque à une autre ordonnée fera ou 
pourra être fuppofé égal au nombre qui eft défigné par le 
rapport de rabfciile correfpondante à la fous-tangente. Car 
pourvu que le rapport des ordonnées foit le même ^ foie 
dans une même logarithmique ^ foit dans deux logarithml^ 
ques différentes^ le rapport de TaLfcifle à la (bus-tangente 

fera le même^ 

X V. 

ï%* u Si Ton prend maintenant j4 B égal à la fous-tangente 
PRf on trouvera qu'en fuppofant PM=^ioAB , 0^ 
logarithme de jg- fera =: a. 3 02 j 8 ;op,&c. Ce logarith- 
me fe trouve pat le moyen d une formule que nous expli^ 
querons dans la première Partie de cet Ouvrage ( Art. 538.) 
. Donc en général quel que foit le rapport de j4B à PR^ 
fi on pretodPAfrtssio -rfJB, onaura^=3 2. 30258 jop.^ 
«ce. 

Donc en feifant PR=r i ^ on aura-^P = 2. 30278 jop^ 
Donc ( Théor^ précédent ) quelque part quon prenne 
AB tfi P Af >.foit dans la même logarithmique y foit dans 
deux logarithmiques différentes> pourvu que PM=» 10 A B,. 
on aura toujours ^ = ^.^o^^^^,, =0. 4342^448- Donc 
PR^xzz Ap X o . 4342P448. 
Donc en fuppofant j comme on le £dt dans les tables ^^ 
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que le logarithme AP du nombre lo, c'eft-à-dire de ^ 
eft I . ooooo , c'eft-à-dire eft égal à l'unicé , on aura la 
valeur de la fous-tangente PR = o, 4342P448. 

XVL 

Telle eft la logarithmique de BrîggSj qui eft celle des Qneis font 

. . les logsinth- 

tables dont fe fervent les Géomètres* Neper a imaginé mes de Ne- 
une autre efpece de logarithmes. On nomme ces logarith* 
mes > hyperboliques ; parce que dans la logarithmique de Pourquoi on 
Neper ( fig. i* ) on fuppofe AB=z PR^ & que cette lo- h^erboii- 
garithmique peut être tracée par la quadrature de l'hyper- ^^^*' 
bole équilatere y rapportée aux afymptotes^ en prenant la 
première abfcifle pour Funité. 

Cette propofîtion fe démontre de la façon fuîvante. Soît Fîg. 4^ 
ITiyperbole AKF dont Téquatiott eft jp « ;c" ' j foienl; 
aufli les droites . . « « « «« • ^J?=3i 

BC^x 

L*efpace élémentaire de Thyperbol©^ ou JCC<Â» 4e» ^ 
conféquent ydxy ou — en metCtoïc foûty^fe -valeur j-^ 
L'efpace entier^hyperbolicpie AECK^ <>u k foUimedes 
efpaces élémentaires lCC*r eft donc /—.- Doiic là loga- 
rithmique peut fe conftruire pxk qiiiiâratâ^^dc^tlkyi^ 
précédente. C'eft-à-^rê t^'en liif^poiakt^^^l^ quar- 

ràble on conftruixoit la logafidinUquei en lui donnant les 
mêmes ordonnées quà Thyperbole^ & preçantl«& abfoiâef 

Bij 
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de la logarithmique correfpondantes , égales aux efpaees 

hyperboliques divifés par la ligne confiante. AB=^ u 

XVIL 

Au refte toutes les logarithmiques peuvent être priifes 
pour la logarithmique des tables , en fe fervant d une or- 
donnée quelconque ^B pour repréfenter Tunité dans la 
. liiite des nombres naturels , & de y^P, ou du logarithme 
de PM = là AB pour repréfenter lunité dans la fuite 
des logarithmes ^ unité qu'on n*eff pas obligé die fuppofëc 
=» y^5 ; mais dans la logarithmique des tables on fuppofe 
pour plus de facilité 1 origine A tellement placée > qu'en: 
failaht A? = AB y on ait PM=: to AB ; au lieu que 
pour la table des logarithmes de Neper , on fuppofe Tori- 
gine A telle que la fous-tangente PR = -/^ fi ^ commet 
nous lavons déjà dit^ 

:^ ' 'x'vïiï./ 

Les principes que nous venons d'expofer fur les Ibga*^* 
sithmes fuilifentpour entendre ce que nous allons dire fuir 
leur icajçuji 4ifféjenriQl.. ' 
Règle . ^M^Wbn ieh logarithmique y = — r & réduit à 
?u"cSS ^.=?-^*>-^rt pr/enant.la fousrtangente a pour Punité, Or 
ftrendei des Je-là C(tt tirç;. cettc règle générale pour la. difFérenriation 
garithmijucs. ^^ qi^anôt^ Jogsritfemiques.. 

..La 4ijSPkfpce diiiqgarithm& 'd\une^ quantité quelconque x^ 
efi égiiliiçkM difffycM^:.de cette .quantité, divifée par la quantité: 
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Ainfi la différence du logarithme de i ;4; ;c eft Hh -^-^^ : 

celle du logarithme de + xy eft ^ ^~^ en fuppo- 

&nt la fous-tangente de la logarithmique égale à l'unité > 

& aind des autres plus compofées. 

XIX. 

Par cette règle on trouve d . fax = ^ = — . Il s'en- SoiutToit 
fuit donc de-là> dira-t-on, que lx=zlax. Il eft aifë de ^^""^ 
prouver que cette conféquence n'eft point abfiirde, quoif 
qu'elle ne fuive pas néceffairement de ce que ^— ^ = — . 
Soit la logarithmique £M AT^dans laquelle je fais yi B = b Fig i. 

PM^ab 

Ty=^ax 

on aura ax\ x ira: i ; 6c ab : b :: a : i : Donc^x : x :: 
ab : b : donc Tj^=^PA. Maintenant queft-ce que le 
logarithme de J^N {x)l c'eft le logarithme du rapport de 
X à une ordonnée que Ton prend pour Tunité ; donc fi oit 
prend AB (^) pour- 1 unité par rapport à jv, on aura lx^=sx 
^* = ^A. Si Tan prend auffi la même ordonnée yiJÎ 
pour lunité par report à Tf^{ax) , on aura /^x ==* ^ ^ 
P=^TA == ^^ -H T^. Donc dans ce cas lax:= Ix^ 
une confiante R. Mais fi on> prend P M {ab) pour lunité 
par rapport à ^:c ^ on aura lax =» / ^ = TP =5 ( à caufe 
de T^=i PA) ^A. Donc dans ce cas la confiante 
K =r o« Donc de ce que i"^= —, ri s enfuit feulement 
i\uer l ax^= Ix^R r R étant une confiante qui peut: 
dans, certaines fuppofitions êtt& ?ss a«. . 
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X X. 

Autre ma- H y a Certains logarithmes dont la différentielle ne fc 

veV^ertaines pf^fcnte pas au premier coup d'œil : mais on les diflférentie 

£ffri£^'' aifément en fe fervant de fubftitutions fimples. 

^"^^* Soit propofé, par exemple, de difFérentier l . Ix ; je 

fuppofe Ix =y y ce qui me donne (Art. précédent) ^ == 

dy y &/./a: = /^,6cJ(/./a;)= — • Mettant pour y 

fa valeur, & pour dy la fienne , on aura d (/. Ix) = -^- 

XXL 

Si la propofée eft (/a:)*, on fuppofera (/a:)*^=j^"» . 
d'où je tire Ix =y ; -^=: dy; d {Ix)"^ =: my"^^^ dy . 
Donc en mettant pour^ & pour dy leurs valeurs , la dif* 
férentielle cherchée eft /»( /a: )••'—. 

XXIL 

m 

Quon demande à préfent la différentielle de (/jc") ^ 
je ferai ;c" = ^ ; la propofée deviendra ( /^ ) * dont la dif- 
férentielle eft, comme nous venons de le voir, m(/^)*^ ^ 
-^î mais 2(hyp.)=:A:*, ôc ^/^=:»a?— ' dx ; donc la 

M— I 

différentielle cherchée eft mn{lx') 

XXIIL 

Soit encore cherchée la différentielle de (/./*)", il 
faudra fuppofer Ix ss=y : cette iàppoiition donne les éqtar 
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tîons fuivantes , ^ =j; ; /. /a: = /^; (/./x)* ==(/)/)'"; 
donc d{l.lxy = m{ly)'^''' ^, & en fubftituant ipouvy 
& pour dy leurs valeurs, on a m. (/./a:)'*"'* 77; • C'eft 
la diâférentielle cherchée. 

XXIV. 

Enfin fi fe veux dîfFérentier lI.{Ix)'^j ,je fuppoferal 
(/jc)"*=j^~, d'où il fuit que lx=^y y & que — = dy* 

Jauraî aufli en fuivant la même fuppofition [_l. (/Ar)*j 

fi n 

=z(^ly^^ . Or la différentielle de (/^"*) , par ce que 
nous avons vu précédemment eft m». (/^'") -^ ; & en 
mettant pour y &c dy leurs valeurs «n x j cette quantité 
deviçnt mn yl^ilx)"^) j^=la différence de Ll. 

Telles font les méthodes générales pour la différentiation 
des quantités logarithmiques j je paffe aux exponentielles. 

CHAPITRE II L 

Calcul différentiel des Quantités^ exponentielles. 

X X V. 

LEs quantités exponentielles font celles qui font éle^ Définîtion 
vées à une puiffance dont lexpofant eft variable, exponentiel- 

* XXX les. 

Telle eft , par exemple ^ a . Telles font encore y y ay y 
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M. BernouUî avoit aufïi nommé ces quantités parcou- 
rantes y parce qu'elles parcourent , pour ainfî dire, toutes les 
dimenfions poflibles ; puifque leur expofant étant indéter- 
miné , cet expofant peut être fuppofé égal à tel nombre 
qu on voudra , pofitif ou négatif, entier ou rompu , coin- 
menfurable ou incommenfurable. 

Les équations compofées en tout ou en partie de quan* 
tités de cette efpece, fe nomment équations exponentielles^ 
& les courbes dont ces équations expriment la nature ^ £s 
nomment courbes exponentielles^ 

XXVL 

Ces quand- Les quantités exponentielles font de difFérens degrés. 
dtfrércns de- Les quantités exponentielles du premier degré, font celles 
^^^^' où Texpofant de la quantité eft une indéterminée fimple , 

comme a\^ ^* , z' y en fuppofant que y j x y t font des 
quantités ilmplement indéterminées^ 

Une quantité exponentielle du fécond degré eft celle 
dont Texpofant eft lui-même une exponentielle du premier, 

comme a^ y àc ainfi de fuite. En générai une quantité 
exponentielle d'un degré quelconque a pour expofant uno 
exponentielle du degré précédent. 

Il faut appliquer ces principes aux équations & aux 
courbes exponentielles. Quand une équation eft compofiée 
d'exponentielles de difFérens degrés , alors cette équation 
£c la courbe qu'elle défigne , prennent leur nom de l'expo^ 
nentielle du degré le plus élevé. 

xxvn. 
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XXVII. 

Ces quantités tiennent i pour ainfidire^ un milieu entre 
les algébriques fie les tranfcendentes. Elles ont de commun 
avec les algébriques y qu elles ne renferment aucune gran** 
deur infiniment petite j fie avec les tranfcendentes j qu'elles 
ne peuvent être repréfentées par aucune confliuâion géo« 
métrique ordinaire. 

X X V 1 1 L 

On peut rapporter à ce genre y ou plutôt à un genre 
intermédiaire entre les courbes algébriques fie les expo- 
nentielles ^ celles que M. Leibnitz nomme interfcendentesi 
Ce font celles dans Téquation defquelles on trouve quel- 
ques termes avec des expofans irrationels > comme dans 
réquatîon y^^^y=zx. 

On nomme exponentielles imaginaires les quantités dont 
Texpofant eft imaginaire telles que r^^^^i ou ^•"♦"J^*^^. ' 

XX IX^ 

Remarque. Des propriétés des logarithmes expH- 
iquées dans le Chapitre précédent > on peut déduire les 
deux propofitions fuivantes, 

1^ On change une équation exponentielle en une au- D'une éqiuH 
tre qui contient les logarithmes des quantités de la pre- denc^"^(w 
miere. Ainfi foit a'z=zby i ces grandeurs étant égales, Sh^J^f*^ 
leurs logarithmes font égaux ; donc /(^*) = /(*^). Or 
par la propnécé des logarithmes ^ le logarithme de a "^ eff 

G 
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xla y & le log, de by cAylb • Donc xlaz=ylb ; donc 

réquation a* = by conduit à cette équation plus fimple 

xia=syib . De même de réquation a* ^==5 iJ'", on tire 

d abord celle-ci :v*/^=j^"/^; & cette dernière donnera 

zlx^l.ia=s:uly^l. Ibi & ainfi des autres, 

Etd*unclo- ^^' ^^ ^^® "^^ équation exponentielle d'une équation 

gjj^^^^^ logarithmique- Ainfi de xlx^la^ on déduit ;c* = a. 

ticiic. Cette opération s'appelle repafler des logarithmes aux nom- 

bres. 

' X X X- 

De même fi on a Téquation ly = x y fuppofant i:=sicj 

c*eft-à-dire que c eft un nombre dont le logarithme eft 

Tunité , on aura /y =3 ;c x i , ou ly~=xlc , d'où Ion tire 

y=zc*. Ccft par là que Téquation de la logarithmique 

què'nous avons trouvé être -^=zdx y devient y^s^c" . 

Explication Q^tte expreflion veut dire, que fi on nomme b , la fous- 

de cette ex- tangente, a l'ordonnée que Ion prend pour Tunité , c lor- 

prc lonjw donnée à laquelle répond une abfcifTe = ^, on aura ^ = 

m 

^^ y équation qui fc change en j'sr*, en £ufant a=^b=sii. 
Pour démontrer que l'équation j^ = r* efl la même que 

X 

y c^ 

^«s= ~ > remettons pour l'équation j^ = r* fon équation 



** 



4* 



logarithmique ly:s=Lxlc. On remarquera que dans cette 
équation j^> Xy 6l c expriment des lignes. Cependant ly 
SXpûme'Ua nonibre : car il n'y a que les nombres qui 
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ayent des logarithmes. Ain(i dans cette exprefTion fy y y 
doit être cenfée divifée par une ligne , afin que ly repré- 
fente véritablement le logarithme d'un nombre. Or cette 
ligne ne peut être ici que l'ordonnée a que Ton prend pour 
l'unité. Car nous avons vu plus haut que le logarithme nu- 
mérique de l'ordonnée d'une logarithmique , n'eu propre- 
ment autre chofe que le logarithme de cette ordonnée 
divifée par celle que l'on prend pour l'unité. Âinfi au lieu 
de ly y on peut écrire / ^ . Par la même raifon > au lieu 
de le on écrira / ^ . On aura donc i l =z x l ^ . Mais 
l'équation dans cet état n'eft point homogène. Il faudra 
donc divifer x par quelque ligne confiante. Or je dis que 
cette ligne ne peut être que la fous-^tangente b. C}ar / ^ 
eft égal à l'unité^ puifquon a fuppofé que c étoit-^ Tordons 
née dont l'unité eft le logarithme. On aura donc Ittss^xi 
or cette équation revient àcellè-^ci^ /^==: î par 1 Art, 1 4» 
puifque le logarithme d'une ordonnée eft égal à l'atifciffe 
divifée par la fous*tangente. Donc l'équation de la loga^ 
rithmique fera /-=»| ^^ 6c en repaiiànt aux nombres ^^ 
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.♦" XXXI. 

Pour trouver maintenant les différentielles des. quantités Règle géné- 
cxponentielles , la fèule règle fiiivànté iTuffit: ta domicile f^J^ tî 
(fune quantité, eji cette quantité même multipliée par la. diffé- ^^poaenûd' 
tence de fort logarithme, 

i Cette règle n'a pas lyefoih <fe * démtiflfltaftidtt. Car' la . , . ' . 

Cij 
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diflférence dex^ efl ^ == rf^ > ce que Ion fait d'ailleurs* 

XXXII. 

Appliquée à Suivant cette règle la différence de r* eft c' dxlcf otf 
<c5«xcmpics. ^»^^ ^ çj^ prenant c pour le nombre dont le logarithme 

cft Tunité, Car le logarithme de c* cA xlc , dont la dit 

férence efl dxlc = dx. 
De même la différence de x^ cft x^dyix ^ x^^^ydx^ 

XXXIIL 

Autre mé- ^^ trouver encore autrement la diiBKrendeUe de r • ^ 
Sfcntiw^ foit r* =i a, on aura «/r= Iz^ o\xx =:lz ; donc dx =5 
ces mêmes i^ ou zdx^sstdz : OU en mettant pour z fa valeur. 

: Si on veut différentîer x^ > on fera ;c^ = 2, ce qui donne 
yix:s=iJz i. donc en différentiant dyJx^^-^ = -^ fie 
z ij^ / Af ^- -^ ^s=z,dzy donc enfin mettant pour z fa va.-^ 
kur> onrâ xy dylx'^^xy^^ydx^sdz^ 
■ lï eft bon de remarquer à cette occafion que ^ '* = X4 
Car foit r'*=« , on aura /(r'*)==/2 ou ixlc:=^lzi^ 
dxmc lx=i Iz , donc ;c = :s. Donc ^'* = ;c*. 

XXXIV- 

. Voila donc dçux -pianieres de différentier une quantité 
exponentielle. La première eft la plus sufée ^ lorfque la 
quantité dont TexpofaM eft indéterminé eft confiante*, 

Nouvel e- Ainii qu'oa -demande ia. différence de ,. — 
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le la trouverai tout de fuite par la première règle première mé- 

• , & ( a cauie que 

La féconde méthode eft plus commode y lorfque la quan. Autre exem- 
tîté dont Texpofant eft indéterminé , eft elle-même une conde mé^ 

thode» 

indéterminée. Ainfi pour avoir la diflPérence de at-^ , je fup- 

pofe x^^=:tf ce qui nie donne j^^/jc = /r.^ Je difFé- 
rentie , & j'ai y^ ^JL ^^^ l x d (y^) = -^ : ou par l'article 
précédent, d{y^) =y^dzly ^^ y^'' zdyy donc -^ == 
y* ^jL^y^dzlxly=sy^'^'^ z dylxi ou enfin en mettant 

pour t là valeur , on a ^r = x^ y^x^^ dx H- xy y^ dz 
Ixly '^xy^y^''^ zdyix. Il en fera de même pour le* 
diflférentielles d'un degré plus élevé. 

XX XV^ 

Si on avoit une exponentielle multipliée par une autre, 
la difFérentiation feroit auITi aifée. Par exemple^ fi on avoit 
scy 2*, la difiérentîelle de cette propoféc feroit z*xd{xy) 
•+• jv^ X rf (2" ) . Or nous avons appris à diflférentier chacu» 
de ces deux membres. 

On prendra de même la diâférence d'une équation corn*» 
pofée ou en tout ou en partie d'exponentielles y comme 
11^ -+- ;c^ = A-f- z" • Il ne s'agira pour cela que de difi 
^rentier féparément par les méthodes précédentes chaqu^F 
partie des dçiix meînbcos de l'équationt 
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CHAPITRE IV. 

Propojîdons fur les Sinus , Co-Jînus , Tangentes , 

& Sécantes. 

X X X V I. 

Tntcgration IVT ^"^ ^vons VU ( Att. XVIII. ) quc la différentielle de 
différai" J-^ >' = /^ ^\ày = ^ . Donc réciproquement l'inté- 
"owîa fuite ^^^^^ de ^^ == -^ eft jf ==/:c ; & en changeant cette 

équation logarithmique en une exponentielle ^ (Art. xxix. 

N^. 2. ) elle devient x=ie^ ^ e repréfentant ici le nom- 

bredont le logarithme eft l'unité. 

XXXVIL 

La différence de i(x-^l^xx — i ) eft (Art. xviii.) 

J^ 1^ ^ dx V xx" I -h x dx dx 

!/"7ï3r — ,x — ;ix= = ,x • Donc 

réciproquement Tintégrale de 77== eft/(x-+-'^^* — i^ 

XXXVIII. 

On trouvera de même que l'intégrale de ^ eft 

l{xv^ — 1-4- V^i — *x ) . En effet prenant la différen- 
tielle logarithmique de^]/*— iH-^^i — xx % on 
trouve ^^ i/" 1 y i— ^^v'-'xK i-xx-xix 

x|/-i4-V^i-xx 



DU Calcul int e^gr al. Cha?.IV. 23 
De cette manière on aura auffi/ 77=^1=: = — / ( a?-H 

)j •' K XX-I ^ 

ou / ^ • La preuve en eft la 

X-h K XX— I 

même que pour les exemples précédens. 

XXXIX, 

L £ M M £ I . Le co-finus d'un angle quelconque eft le Propofitîons 
(inus de fon compléments Ainft le co-fmus de Tare A L &c. démon- 
eft CD =:LK finus de L B , complément de cet arc AL. Synthefe. 
Cela eft clair par les élémens de la Géométrie» ^^S- 5- 

X L. 

L E M M £ 2. La tangente d^un angle eft égale au finus 
de cet angle divifé par fon co-fmus , en fuppofant le rayon 

Démonst. Soit Pangle DCB dont Z)K eft le finus, pjg. ^, 
CK le co-finus , B £ la tangente* Le rayon CB = i . 
A caufe. des triangles femblables CKD &l CEE y on 2l 
CKiKD:: 
Donc.&c. ^^^ 

Le MME 3. Le finus d'un angle étant x y pour le Autres Pro 

d X portions fîir 

rayon = 1 , la différence de Tangle eft 77 . les sinus, &c. 

'' *^ K i-xx démontrées 

Dé MON ST. Soit l'angle y^CJÎ dont le finus £jB==jc; analytique- 

o ' menu 

menant du centre C les lignes Cb Sa eb infiniment pro- Fîg. 7. 
cbes > ôc abàiflant du point B la petite perpendiculaire Bd^ 



CK : KD::CB: BE. Donc J| = J? . Mais CB ==; i. 
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on aura db s=i dx. Mais les triangles femblables BEC fc 
Bdb donnent EC (l<i— ;c*) : C5(i) :: </^(4«) : 

ix 

Bb =,x qui eu la différence cherchée. 

XLIL 

Le MME 4. Le co-fînus dun angle étant x^ ùl diff^- 
rence eft /^ > on fuppofe toujours le rayon = !• 

Fig. 8. Dem, Soit MCB dont le co-finus CP=x ^ menant les li- 
gnes Cm & mp infiniment proches de CM & de PMy on 
tirera la petite droite Rm = Pp=:^ — dx^ négative, parce 
que le co-fmus croiflant , langle diminue. Il faut prouver 

que Mm différence de lan^e MCB = ^ , ce qui 

eft évident. Car à caufe des triangles femblables M Km 
& MC?y on a M? : CM.\ Km : Mm^ ceft-à-dire, 

^ àx 

V I — XX : I :: — àx '. ,> 

XLIIL 

L E M M E %. La tangente d'un angle étant x ^ bi \û 
rayon i , la différence de cet angle eft — — . 

Dem. Prenons 1 angle ACD dont la tangente yiB=zxp 
Bb = dx. Z)^ eft la différence de cet angle. Or on a 
CB = ^ i-\-xx ; Tangle yiBCne différant de Tangle 
BbC que d un infiniment petit B ^, ils font cenfés égaux ; 
donc les triangles CAB ^ & bmB font égaux. On a donc 
CB: CA :: Bb : Bm^ c'eft-à-dire V i^xx : i :: dx: 

dx 

rTzizizr =i Bm. Mais Bm étant infiniment petit, CB & Cm 

ne 



FJg* ^. 
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me difFérent entre eux que d'un infiniment petit ; & d'ail- 
leurs lare Dd étant aufli infiniment petit peut être regardé 
comme une petite droite perpendiculaire à Cd^ Donc les 
triangles CBmy&c CD d font femblables : donc on a CB 

{^ \-^xx): CD{i):: Bm{^^^~=): Dd=^T^rrx 
CoROLL. Donc la différence dun angle dont la tan- 
gente eft j , & le rayon i , = ''^^ 7.^/ > ce qui fe trou- 
vera tout de fuite après ce que nous venons de dire j en 
mettant dans — ^ au lieu de xy - . & au lieu de dx^h 

^ i-hxx ^ a y ' 

différence de -, c'eft-à-dire "''*-*''' 



4a 



XLIV. 

Lemme 6. Les mêmes chofes étant fuppofées qud 
^ans le lemme précédent ^ & faifant la fecante CB =Zp 
On trouvera que la différence de langle ACD = 

CoROLL. Si dans ,x » on fait 2;=:-> on aura 

..=--... =!:;;»« donc -^^ 

uu ^ uu zVzz-'i 

' ^ y ^ = ^jr -: 1 élément d'un angk dont le co* 

u '^ uu 

fmus eft n • De là il s'enfuit que le cofînus u eft en râ^ 
fon inverfe de la fecante z > puifque » == ^ ; . & c'eft en 
effet ce qu on fait d'ailleurs par la Géométrie élémen- 
taire» 
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X L V- 



Théorèmes Théoreme I . Le fînus X d*un angle z = e^ "^ — e^ 

fur la même ' ^ ^_ ^ •' 

matière, dans , 

fbSgecTcs- Démonst. Ona(Art.XLi.)^2; = 7=- donc 

quantités ex- , , dx^-i ^ dxV -i . . vvir«iiï \ 

Fonenticiles. dz}^-—! =^ . Or/ -7::ir= = ( Alt. XXXVIII. ) 

Kl-** ri-** 

/(;ç|^_i M-V^i— jc:c): doncxv^— i=/(xî^ — IH-- 
y 1 — xx) • Donc en fuppofant e un nombre dont 
le logarithme eft lunité , on a ( Art. xxx. ) e = 

xl^—i -t- ï^i— a;>:. Donc f^^"V — ;c J^ — i =^ 
^^T— jcjc ; & en quarrant les deux membres e — 

ae ^ xy^ — i — xx=i\ — a?;c, ou bien ^ — l 

«=2^*^""' jtfj/"— I, : donc x^ — l = ;^ î- 

«y-i -2>/-i 
& par conféquent x|/" — i = ^ ^ j donc 

2|/-i -2|/-i a»^ 

enfin ;if == ^ — ^ . 

XLVL 

Théorème 2, Le cofinus y i — xx d'un angle Zy 
dont par conféquent le rayon eu Tunité, & le fînus x^ 



zV-^X: 



Démonst. Puifque par le théorème précédent. r 

«jvj/" — 1 ^ y 1 — xx^ il s'enfuit que ^"*^'"' = 
I I 

3C| /-i-f-K 1 -X* ^ *^^^Ki-** 

ï^ j — *^ . ( ce qui eft évident j car en multipliant le. di». 
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TÎfeur xi/^ — -i -+-K I — XX par le quotient fuppofé — x 
V^ — I -^y i — XX , le produit fera le dividende == i )* 
Donc en mettant pour — x}/^ — i fa valeur *^ i — xx 
— e " tirée de la première équation , on aura e 
=?2Vi-^xx^e ^''^\ Donc aV^r^T^^ T*^"' 
♦Hf*^""' j donc y^i — :cjc = ^^^""^H-^"'^^'"' . 

Toutes ces propofîtions bien entendues, venons aux Ufage a» 

1 lA r • Propofîtions 

problèmes fuiVantS* précédentes* 

XLVIL 

Problème i. Soie^^ a &c € deux angles dont les 
finus foîent appelles fin. a & fin. ^ , on propofe de trou-- 
ver la valeur de fin. a xcof. €^ 

Solution. Nous venons de démontrer (Art. xlv. ) 
que fin. a = e"^ ^'^ — e'"^^"^ f & ( Art* fuîvant ) que 

cof. Ç = e^^"^ -^e" ^"' t D ou Ton tire fin. a . coC € =«? 

. z 

Or finus a ^- g = ,(--+^^-'Lr^^-*-^)^"' . Donc 
^(a^,)^,. _ ^-(.,Hg)^„ _'^ fi^'^ et -h ff • De même 

^ — ^ = ^ fin* a — ^ • Donc ca 

léuniflant ces deux valeurs > on aura 

4 V *l 
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= f fin. a -t- C H- I fin. a — € . Donc enfin, fin- « h 

/. - /în.a-4-£ fin. a - C 

COf. 6 Ï5SB -I- „ 

». i 

XLVIIL 

Problem-e 2, Trouver la valeur de fin. a x Cm C- 
Solution. Sin. a x fin. C = ( Art. xlv.- y 

Or C Art.. XLvi. ) ,('-4-^)^-^ ^ ,-(«-4-g)v^- =: — ^ 






I 



y 



coH a -+-^ : & de même 

QU bien ,(a-g)^-i^,(^-«)v^-' = r cof. a — €'. 

"~ 4 ] 

Ponc les deux parties étant réunies y on aura fm. a H 

fin. 6 = -h . 

X % 

'• Corollaire i. On prouvera de la même manietc^ 
que cou. a • X cof.. e = — ^ • 

XL IX. 

CoROLL. 2. Ort peut auffi conclure de la, i^ que- 
cof. et •+• S = cof. a X cof; S — fin. « X fin. Q. Car ce* 
dernier membre de l'équation = ( Art» xlvii. & xlviii. .) 

cof, a -f- € coH a - e , cof. a -h 6 cof. a - 6 - . ^ 

1 ;;; 1 ■ ; = COf. a -f- f ; 

2 2 X X 

2®. Que fînus « •+• ^ = fin. a x cof; Q ^- fin. f x co£ j« j- 
ce qui fe prouvera comme Tarticle précédent*. 



L. 

Remarque i. H faut écrire ^^'^^ ' y 6c non gas 
cof. ^^-^ y parce que la première de ces expreffions in- 
dique la moitié du cof. «t — • C , que Ion doit avoir ici r 
& que lautre indique le cofinus de la moitié de a — C^, 
qyi feroit une expreflion fautive. Cette remarque eft de 
quelque importance pour ne fe points tromper dans i'ex^- 
fucefllon. des finus ôc cofinus*^ 

L r: 

C G it o L u î ; Le dernier Corollaire nous donne une on en tfré 
méthode bien fimple pour trouver les finus & cofinus ^^^^^ ""^J^^^ 
d'arcs doubles y triples > quadruples ,, 6cc. d'arcs donnés.- LTsimw"^& 
Si Ton a 9 par exemple , le cofinus donné de Tare A M=oy Connus , 

. darcs multi-- 

en fuppofant toujours le rayon: =* i > on aura le finus de pi" d'îm are 

. y donné* 

cet angle =ï^i — ce. Si on cherche à préfent le. co- 
finus de Parc AD doublé de /4M, on remarquera que 
le cofinus & le finus de Tare DM égal à yf M feront 
auffi r, & ^i — ce; donc on trouvera (Art. Xux.) le 
cofinus de lare AD =i 2cc — i. Si on cherche le 
finus du même arc double, on le trouvera de même ss^- 
ac^ \ — ce. 

Pour trouver le finus & lé cofinus dun arc quadruplc>' 
il &ut prendre le cofinus 6c le finus de Tare double, Ôc 
enfuite ceux de lare double de ce fécond ; ce qui donnera^ . 
ça-âliant les xo^mes fuppofitions qv^e ci^deflus le cofmus 



Tig, 10, 
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de lare quadruple =8f* — Scc^ i j &le fînus da 
même arc = 8 c' — 4c V^i — ce y & ainfi de fuite pour 
tous les arcs doubles d'arcs donnés. 

L I !• 

Par cette même méthode fondée fur le dernier Corol- 
laire , on trouveroit avec autant de facilité , les coHnus 
& finus d'arcs triples , quintuples , &c, d'arcs donnés. Ainfi 
en fuppofant toujours c le cofmus donné d'un arc , on 
trouvera que le cofinus & le fmus de lare double étant 
2 ce — I , & 2c^i — ce , le cofmus de l'arc triple 
fera {2 ce — i) x e — 2c^i — ce x ^^ i — ce = 4^* 
— 5c, & le fmus du même arc fera == i c ^i — rc x c 
^^ i — ce X {2 ce — i)=sij^ce — i ^i — ce , fie 
ainfi de fuite, 

L I I L 

Donc fi on nomme s y &c c ^ les finus & cofinus d'un 
are quelconque moindre qu'un quart de cercle , 6c j^^, 
5^^S s^% ôcc. c'S ^'^S c^''^ ficc. les finus 6c cofinus 
des arcs double , triple , quadruple , 6cc. de cet arc ^ oa 
formera la Table fuivante. 
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Tahie des Sinus & Cojînus cCArcs quelconques 
multiples d'un Arc donné. 

Cofînus Sinus. 

GoC arc fîm., c = e s -V i-^ ce 

Double ••.. ^'' = X ce- X s"=^^c^^ \-c c 

Triple tf'"= 4^'- je j'//= ^c' -i V^ i -- c c 

Quadruple. . ^'•'zr 8 e^- 8e* -f- r 1^''= 8 e» -4e V^ \ -ce 

Quintuple , . e*' = 16 c^ - 10e' -f- 5 e 1^= lô^'^-iie' -H i V^ 1 -ee 

Sextuple ... ^^'= 32 e<^- 48e* -h i8e*-i j*''^ 32e ^ - 32^ ^ -4-6^ V^ 1 - c e 
Septuple. ...^*"'=: ^4 e 7- ii2e5'-|- 56e » -ee 1*"'= 6^c^ - 8oe*-|-24e'--i V^ i * ^ V' 

Dora Charles Walmefley , Bénédidin Anglois , dans 
ton excellent Livre de VAnalyfe des Mefures , parvient à^ 
cette même Table ^ mais par une. méthode diâërente de 
celle qui nous y a conduits.* 

L I V. 

Remarque 2. II eflr bon d obferver ici , i^ Que S, Fig, fi. 
on prend un angle LDB négativement y fon finus de-- 
viendranégatif fans changer de valeur^ & quau contraire 
fon cofinus reftera pofitif y de forte que fin. — a == 
— fin. CL & cof. — a = cof. a . Cette propofition, ainfiî 
que les deux foivantes y fe conçoit par la foule infpeûioai 
d'une figure fort fimple*. 

2^. Que le finus dun angle augmenté de 3^0° , ou d'un- 
multiple de la circonférence ^ ne change point de valeuc 
|ii d& figne ; mais que s'il efl: augmenté de iSà? y ou dwi^ 
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multiple impair de i8o^> ce finus deviendra négatif^ aufC*- 
bien que le cofmus y (ans changer d ailleurs de valeur* 
Ainfi fin. a ^- iSo"" = — fin. a > fie cofin. * -4- 180'' = 
— cof. ot . 

3®. Que fi on augmente un angle de po°, le finus de 
cet angle ainfi augmenté fera égal à fon premier cofînusj 
fie le nouveau cofinus fera égal au premier finus pris nd<- 
gativement ; d où il fuit que fin. a -4- 5>o° = cof. a&^ ÛC 
que cof. a ^- po^ = — fin. a.. 

L V. 

Fig. 10. C o R o L L. 4. Si Tare A M eu plus grand qu'un quart 
de cercle ^ mais n'excède pas la demie circonférence p 
alors fon cofinus fera — c^ fie par conféquent il faut charif 
ger dans la Table les fignes des termes où c fe trouve 
avec des dimenfions impaires. 

JL y L 

He MARQUE 5* Dans les équations précédentes oA 
voit que la racine c a toujours autant de valeurs ^ que lare 
dont réquation exprime le cofinus contient de fois celui 
dont la racine c eft le cofinus. Par exemple , c a cinq 
valeurs dans 1 équation r^œ i6c^ — 20c^ ^ $ c . Pour 
Fig- II. trouver ces valeurs on décrira une circonférence yICE A 
fur laquelle on prendra Tare AL dont le cofinus =^ C" ^ 
fie l'arc A B qui foit la cinquième partie do A L . Le 
cofinus de -^ jB donne pne des racines de Téquation ^ 

enfuite 
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«nfuite en commençant au point B on divifera la circon- 
férence en cinq parties égales BC y CD ^ DE ^ EFy FB^ 
& les cofinus des arcs AC, AD , A DE y yf/) F donne- 
ront les autres valeurs de la racine c ^ D où il fuit qu'en 
nommant C la circonférence ^ Sx, A Tare AL , Téquation 
r*' = î6c^ — 20 c^ ^ $c donnera les cofinus des cinq 
arcs luivants - . y , ^ ^ ^ . 

En voici la raifon. Le cofinus r" de l'arc AL appar-. 
tient non-feulement à cet arc A L y mais à tout autre arc 
terminé par les points A y L; c eft-à-dire à l'arc A L -^^ 
la circonférence , à l'arc AL ^ deux fois la circonfé- 
rence j &c. Donc la racine i- doit exprimer le cofinus de 
la cinquième partie de chacun de ces arcs* 

On voit auffi par la divifion du cercle , qu'il ne peut y 
avoir que ces cinq valeurs : car en procédant au-delà y oa 
retrouveroit les mêmes racines. En effet le cofinus de 
^— — ou "*" j eft le même que le cofinus de -- ; le 

cofinus de — i-»- ^ ou "*" — ^ eft le même que le cp^ 

finus de -^ , &c. 

LVIL 

Remarque 4. Le cofinus r^ appartient non-feulement 
5i l'arc AL y mais encore à fon complément AELy ou 
C-^ y^; & ce même cofinus appartient auffi à l'arc C — A 
augmenté fucceffivement de Cy 2C, 5C. Donc les 
racines c exprimeront encore les cofinus de — ^ y — - — , 
■ " ■ f 6cc. mais ces racines feront les mêmes qui oii{ 

E 
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été trouvées ci-devant. Car le cofinus de -^ eft le mêm» 

que le cofinus de "^ "^ y parce que ces deux arcs en-^ 

femble font la circonférence entière. De même le cofinus 

ae t£zd efl le même que celui de ^-^, &c. & aintt 

de fuite« 

LVIIL- 

Il en eft de même pour toutes les autres équations aux 
tofinus y foit que Tare /4 L foit moindre ou plus grand 
quun quart de cercle^ de forte que fi A marque le nom- 
bre des parties dans lefquelles lare AL eft divifé ^ les 
facines de ces équations feront les cofinus des arcs ^ 

C^A C-¥-A iC-A iC-hA ^C^A ^ C -h A ^ ^ 

^ir^ "T-> ~r"> ~T— ^ "T~^ — T—' ^^- ^ 

ces arcs fe trouveront en divifant la circonférence en autant: 
de parties éjgales que A contient d'unités , en commentant 
au point B^^ AB étant fuppoCé égal à ^ •. 

LIX. 

. CoROLt. f. Si on fuppofe dans les équations précé* 
dentés le cofinus de AL=z — i , c'eft-à-dire que Tare 
AL devient égal à la demie circonférence y ou que ce 
jFig. ij. cofinus = I y ceft-à-dîre que Tare AL devient égal à la. 
circonférence entière ; dans ces deux cas y en divifant la 
circonférence comme nous avons enfeigné dans le CoroL» 
laire précédent y les arcs des divifions paires de la pre«^ 
miere figure feront égaux aux arcs des divifions de la fe*^ 
cônde y en fuppofant que le nombre A foie le même dQ 
fart ôc d'autre^ 



Fîg* II* 
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Si A eft un nombre impair dans le premier cas , & un 

nombre pair dans le fécond , le dernier des arcs eft mar- 

.^ué par ^ i donc la valeur d un des coûnus feca égal à -r* i« 

L X, 

CoRôLL. 6. En fuppofant que les quantités a^h^hj 
k y ôcc. font les racines des équations aux cofinus , a fera 
le cofinus de - , ^ celui de y h fera celui de ^ "^ > 

k celui de ^ — ^^^—y &c. & les équations aux cofinus fe- 
ront compofées du produit des quantités c — a y c — b y 
c — h y C — ky^c. Les principes ordinaires de PAlgebrc 
feront aifément connoître le nombre des racines pofîtives 
&L celui des négatives \ ôc comme les féconds termes man-> 
quent dans toutes les équations aux cofinus y il s'enfuit^ 
comme on le fait y que la fomme des racines ou des ce** 
Hnus pofitifs y eft égale à la fomme des cofinus négati6« 

L X L 

Le M ME 6. Si dans un cercle quelconque AGSO Lemme 
décrit du centre Cy on tire deux diamètres ASy GO per- ^ th?oreme 
pendiculaires lun à lautre ; qu'on prenne fur la circon- fJri^divifion 
férence un arc A L dont le cofinus foit nommé t , & Tare ^^^ ?^^ ^^ 

AL- cercle. 

A B = — ; qu'on divife la circonférence, en commençant 
au point quelconque B, en un nombre de parties égales 
marqué par A y comme BFy FI, IP y ècc. fi outre cela 
on prend un point quelconque K y dans le diamètre AS 
duquel on mené à tous les points de divifion les lignes 

Eiî 
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KB, KFy Kl y KP , &c. je dis quon aura O"* 5r 

Kf'' X in'^ X KP^ >c &c. = Cy^'^— 2t X CK^ -4- 

CK'"^ , Cl rare AL eft moindre que y^ G ; & = CÂ * ""-+• 

a r X CK"" -t- C2C^^, fi l'atc ytf L eft plus grand que yf G„ 

mais moindre que AGS^ 

Dé MON ST. Soit tiré le rayon EC bi fi ^perpendi- 
culaire au diamètre A S , fuppofanr toujours le rayon = i> 
on nommera CK x y iL a^ b y h y ky &c. les cofmus des 
arcs ABy AFy AI^ APy &c. ceft4-dire^, ^"^"^ 



i-^^±i > &€• & on auraiCfi'^fiiV'^jKAf ' = i — a a -t 



a — X =1 — 2ax ^^ XX : dfe même 2CF = i — 
:2^\v -4- ATAT ^ fi les arcs AB , AT font terminés dans là 
demie circonférence GAO du même côté que le point /C j. 
•on aau(n2C/* = r-+-2ÂA: -\- xxy KP''=^i^2kx-hxx. 
Sùppofons à préfent i — zax •+• a:;c=o, & faifbns la 
Ehême- fuppofition pour les autres valeurs , on aura a. 



> i jf ' ' zx ^ """ 1* 



Donc on aura généralement c = .. Si on tranf-» 

pofe maintenant tous les termes des équations trouvées 
aux cofinus ( Art. un. ) dii même côté du figne d^égalité^ 
enforte qu'elles deviennent = o , & qu'on fubftitue dans 
ces équations la valeur de cy elles deviendront celles-ci^ 



1-2CX -H XX 


I-»f'>'**-f-*» 




1 - 2CV* ^ -4-**** 


— ° 


— ^ 


!-«-' " ° J 


1»« ■ —<* 
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Or r , cS c" X &c. marquent le cofmus de Lare AL que 
nous avons nommé t dans ce Lemme : on aura donc 

cette équationgénérale =ao forftjue y^L 

eft plus petit que A G -y & lorfque ^L eft plus grand 
que AGy ^ = o. Mais les équations aux 

cofmus font compofées du produit des racines o — a 
ssso, c — by tr-t-Â^r-H^i donc l'équation générale 

I -f 2tx''-\-x^^ ==.0 eft auffi. formée du produit des 

% x^ 
racines ^ == o, ^ = o, — — — h A==rOj 

IX Z X z * 



^ * 



^^Jt = o. Donc tqiirx ^x =1 — iax-t-xjc^ 



il — • 2bX'^XX X. I -+-Z A^ -t-^VJf X I -H2^X-+- JCX , 

&c. donc enfin y^C^^ + 2.r x CiC^^r^! CK'^ = ii:fi' x 

Kr xxr xjcps &c.. 

LXir- 

C o RO L L, Il fuit de ce Lemme , qu'ott peut par la feulé 

divifion d'un arc de cercle en; parties égales alligner tous 

ies fedeurs trinômes de a; * " •+• px'^ •+• ^ , qu oa voit être la 

même quantité que l'+^^tx •+• ;c^^ en fuppo&nt t = -f , 

q^zia^'^y &L regardant alors a comme le rayon = i . Il 

Êiut bien faire attentiph à ce. Corollaire ^ il fera d^ufage. 

4ans la fuite- 

LXIII. 

Théorème 3* Si on divife une circonférence de cercle- 
,^DFA exiges égwûi A3 fB ^ÙD ^ DE y, E F yàic.^ Fig.ig 
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dont le nombre foît égal à :& A , & que d'un point quel- 
conque K pris dans le diamètre AF , on tire des lignes 
KA y KB y KO y KDy &c. à tous les points de divifion, 
on aura Cy^^— C/C^ = /C/^x XO X X£ X /CG , & 
CA^'^CK^^KB X KD X KF x KH, &c. en pre- 
nant ainû ces lignes alternativement. 
Démonftra- DÉMONST. 1^ Si on fuppofb r= 1 Tarc y^L devient 



réme^de M^^g^l à la circonférence entière ; par conféquent lare y^O 

Cotes. C 

A 



=5 - . & fi en commençant au point 0, on divife la cir- 
Fig-i3. conférepcç en un nombre de parties égales defigné par A 
aux points £, G, /, &c. y^ , le dernier point de divi* 
fion fera toujours -/^, & les cofinus des arcs AO y AE^ 
AG y Al y &c. ( Art. LX. ) feront égaux à ayhyhy k^ 
.&c, I ; or on aura dans le cas préfent ,i — ^tx^ ^x *^ = 
I — 2.x -t-AT* y dont la racine quarrée eft i — x ; donc 
on a ( Lemme 5. ) i— x^ = ^\ — 7.ax-\rxx x 

^ l 7,hx^XX X ^l-^hx-^XX X ^l-\-2kX'^XX X 

^i—tx-i-xx y ceft-à-dire CA^ — CK^ =^ KO x 
KE X KG X Kl y ^c. X KA. 
Fîg. II. ^^* ^^ ^^ fuppofc f== — I , Tare AL devient égal 3t 
Yig.i^. 1^ demie circonférence; par conféquent lare AB=^~ . 
& fi du point B on divife la circonférence en un nombre 
de parties égales marqué par- \ aux points Dy Fy Hy &lc. 
les cofinus des arcs ABy ÀD y AF y AH y &c. étant 
exprimés par les quantités ay by hy ky &c. on aura dans 
le cas |)réfent i — ifjr^-Hx*'' = i^nx^ ^x'''' ^ 
dont la racine qi^^aaée çfl; 1 4-^ -i ce qui donne (Art. i.xf Jj 
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rH-:c^ = '^i — lax-^ XX X ^ i — 2bx -+- xx x 
^ i -^2hx -+- XX X y^ i'^2kx-^xx ^ c'eft-à-dire 
CA^ ^CK'^KBy X KDy X KF, x KH. 

Donc en réuniflant les deux cas de^ = i , & de r =5: 
^i, on a CA^ — CK^ = KA x KO x KE x KG^ 
&c. & CA^-^CK^=KB X KD X KF X KH. . 

LXIV. 

Remarque. Le Théorème précédent cff le £ameux 
Théorème de M, Cotes* Il a été rendu plus général par 
M. Moivre y comme on le voit dans fon Livre intitulé : 
Mifcellanea analytica de feriebus & quadraturis. Ce Théo- 
lême dont l'auteur n'avoit pas donné la démonûration > a 
ité démontré par Filluftre Jean Bernoulli y \oy. Tome IV. 
de fes (Euvfes , N^. CLX , & par M. Herman dans un Mé- 
moire imprimé parmi ceux de l'Académie de Peterfbourg,. 
tom . VI. Au refte la manière dont il cft ici démontré , ma 
paru la plus (impie & la plus claire. Je Fai tirée du Livre 
de Dom Charles Walmefley déjà cité Art. Liiu 

LXV. 

Corollaire i^ H aeft pas difficile d'appliquer ce Appiicatioii 
Théorème à des cas particuliers , en donnant à A telle préccden?°*à 
iraleur qu'on voudra. Par exemple , prenons d'abord la cSîctsI^*^' 
première fuppofition de^ = i , & foit a = J : divifant 
lia circonférence en cinq parties égales aux points B> F, Fîg. ijt. 
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KDy Çy^^ — CK^ ^KB' X KF"- x KA ; c'eft^-dire 
1 — x= I — X X I — 2ax^ XX X i-+-2^.v-4-xJcv 
On trouveroit d^ même les valeurs de i — x en fuppo- 
fant A = 5 , 7 , &c. 

2^ Lorfque r == — i , en fuppofant aufll > = y , on 
trouvera m-;c^= i •+-;!; x i — 2a.v-t-^x x i -+-2^x-+-jcx. 

LXVL 

Corollaire 2. Il fuit du Théorème & du Corollaire 
•précédens , qu'on trouve aifément par la divifion d'un arc 
de cercle les faâeurs de ^ a?" ^;;; a" , en fuppofant a 
jégdl au rayon qui eft = i • 

CHAPITRE V. 

^ Sur les Imaginaires^ 

LXVII. 

NOus allons démontrer ici deux Fropoiîtions générale^ 
&C du plus grand ufage fur les imaginaires ^ la pre« 
miere, que toute quantité imaginaire d'une forme quel- 
conque peut toujours fe réduire z A^By^ — 1, A àiB, 
étant des quantités réelles. La fetonde ^ que toute racino 
imaginaire d une équation quelconque peut s'exprimer au/Q 

par A^By^ — u 

LXVIIL 

Démonftra- LeMME. Si XH-H»^— 1 = L-4-P|/^-.I J K. Hy !• 
tiondelapre* , * # ^ * 

snicre Partiet fiC 
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6c P étant des quantités réelles, je dis que K=:L & H^r^P. l'Cmme^ 

^ -^ / ^ préparatotre» 

Car puifque K — L -H ( H — P) f/" — i = o , il s'enfuit 
que JC — L=4: o Ôc H— P = o; autrement foit K — L=^R^ 
& H—P=:S, on auroit R-^S}/^ — i=s:o, c*eft-à-dire 
le réel R égal à limaginaire — 5*^^ — i > ce qui eft ab^ 
furde« 

L X I X. 

Corollaire. Donc quand une quantité eft égale à 
zéro f 6c qu elle eft compofée de plufiéurs termes , les 
uns réels , les autres multipliés par y^ — i , les deux par« 
tles foot chacune en particulier égales à zéro. 

LXX. 

Théorème i. Une quantité algébrique quelconque ^ Expreffiofl 
compofée de tant d'imaginaires quon voudra ^ peut tou- fonpcutdo^ 
jours fe ramener à la forme ^-hB j/"— i , ^ ôc fi étant J^JlJéS! 
des quantités réelles quelconques. g^^ JJ^! 

Démonstration, i^. Il eft évident que a^b y^ — i ± ^^v^e. 
g'^hy^ — I peut fe ramener à la forme A-^B}/^ — i; 

car a^b}/^ — irb^±^V^ — i =^ a^g -\- {b-jhf^) 
\r — 1 =5 yf-+-J5j/^ — 1, en fuppofant a^g=^A^ 6c 
b±^h = B. 

7^. {a-^by^ — I ) X (^-hA^/" — I ) peut fe ramener 
à y^-HBv^— I, Car (^-+-A v^— i) x {g^hy^'—i)=z 

F 
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quantité ainfi réduite J|^ = ^, & ^^ =* ^^ 

Donc , &c. 

^o, a-*-^K^ — i^"*" '^"^ = <^-4-Bv^— .1 . Car fapi 
pofant que cela foit ainfi , on a par les logarithmes > 
/ a^èir^ i^'*''"^" « /( ^-t-Bï/^—i) ; ou 
g^hy^—i l{a-hbi^—i) = /(y^-+-B|^— i). Donc 
en prenant les différentielles logarithmiques , faifant varier 
'^,B&La,h, ai fuppolànt g^^hy—i confiante, ce qui 
efl permis, on a (N) {g-^hV^\) x (il±^^) =s 

i4Ji£^. Deplusona(^-HAK-Ox(^f±^r) 

mettant d'une part tout ce qui efl réel , & de l'autre tout 

ce qui eft imaginaire =» * »a-i-hb "*^ 

ik.d.^kbdb^gadb-g^daw-i pgjf^^^ 1^ ^êmc opérai 

aa ^ bb * 

tion fur le fécond membre de l'équation (A^) > nous 



avons 



A-^My-i (A-hB^-i) . (^-Bi/-i) 



AdA-^BdB ^ jAdB ^ B dA)V^\ i 



X 



gada-hgbdb- ahdb -h bhda-h- ( hada -^-hbdb -^-gadb ^ gbda) i/- t 
» ■ y ■ ' ' A / ' ' 

^ f-*-^-^^-^^;;^-;^-^/-^^^^)^-' . Or il faut (Art. lxviii.V 
que la partie réelle du premier membre foit égale à la 
partie réelle du fécond > 6c la partie imaginaire ^ à la partie 
imaginaire. Nous aurons donc les deux équations fuivantes^ 

fn\ gada + gbdb " abdb -^ bhda AdA-hBdB p ,o\ 

^^^ aa^U = AA^BB ' ^ ^^} 

(hada -¥- hbdb -^ gi^db " çrbda) V-^i ( Ad B - B dA ) \/ -- ^ 

aa-hbb " AA^BB • 

P, rk\AâA-^BdB Çada-^bdb^ , 
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comme il eft aifé de le prouver en différentiant le fécond 
membre de cette équation. De même f g x /î£l±i££\, 

( en multipliant par 1 , ou par /c = i ) = — f^rf^àh-bday 

^ le s=s le \ aa-h bi I , Donc cn rapprochant les 
deux membres de l'équation ( Q ) ainfi intégrés , on a 

~hfj adi-bd4 \ 

IV^ AA-¥-BB =^ iVaa-^bb^ -{- le \.»»-^bbS, 
donc repàlTant des logarithmes aux nombres , on a 

. ~hff adb~bda \ 

V AA-\'BB==Vaa-Jrbb^ x c t *a^bb.S . 

Faifons à préfent la même opération fur l'équation (P), 
que nous venons de faire fur l'équation ((?) j cette équa* 
tion (P) devient en divifant par y^ — i de part & d'au- 
«e ôc rédui&nt (R) <tj|^ = h x {^^f^^}-*- 

■s X {^^mPs ■ M»«/(^fT^} =<^°7];^m 

XLiii.) un angle dont la tangente eft | î /^x V^l^bb \ 

^U^T^TTb, àL/g X {^^^i^} = g multiplié 

par un angle dont la tangente eft^ . Donc en rappro- 
chant les deux membres ainfi intégrés de Téquation ( /J ) 

/^{"TTTTf} • D'autre part nous avons trouvé plus haut 
VaA-^BB = {aa^bb)\. k c ^ ^4-4^^^/; 
nous- fevo„s.»ffi que /{4^^} « /{-i^i^} 
font des expreflions d'angl«s dont les tangentes font j 6c 
^ . Donc j^aice qoe .CArtf,XL.) la. taiU^9f^^^,j}n|^ eft 
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k finus de cet angle divîfé par fon cofinus , B eft le finusj 
£c y^ le cofinus d un angle dont la valeur cft â / ï^/i^H- AA» 

• adb^bda 



y^rflâlzîIlX & dont le rayon V^ A A ^ B B 
eft =r (^aa -H hb\ z x c \ a^k-^bb S ^ jjans cette er- 



- hf f adb-bda\ 

preflîon c \ aa-^bb S (^ ^^^^ xxx.) eft l'ordonnée d'une 
logarithmique dont la fous-tangente = i , & dont Tab* 
fcifle négative = — ^/f'TJTT?}' ^ ceft-à-dîre ^e 
cette ordonnée eft plus petite que l'unité. 

Donc enfin (^H-^K — i )*^'*" ^""^ peut fe ramener 
à A'^B'i/' — I > puifque pour avoir A ai B il ne faut 
que prendre un cercle dont le rayon foit égal à la valeur 
trouvée & toute réelle de J^AA^BB y & prendre fur 
la circonférence de ce cercle un angle égal à la valeur 
Sifufli trouvée àcf S aa^bb '} > a ^^^^ ^^ tangente de 
fict angle ; B en fera le finus ^ & ^ le cofinus. Donc , 6cc«. 

On fait donc réduire à la forme ^ >+> £ )/!— i ^ A Ce R 
Jetant réels. 



r 



g-i-h\/-i 



4*. a-irby^ — i 

Donc une quantité algébrique quelconque conipofê<l 
.'^e tant d'imaginaires qu'on voudra , peut toujours fe ram^ 
net à A-^B K— i , A U B étant réels» C. Q, K. ?• 

LXXL 

Par le mp^R dtr Tftéorême précédant il fesa toujouii 
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fecîle de réduire à la forme y^H-Bï/" — 1 une quantité Confïquence 
compofée de tant & de telle forte d'imaginaires qu'on précédwu"^^ 
voudra. Car en allant de la droite vers la gauche on fera 
évanouir Tun après Tautre tous les radicaux excepté ua 
feul* La quantité fe ramènera donc z. A-^E j/"— i» 

LXXII. 

Lor(que le fîgne radical fera différent de l/*— r > il nV Appiicadonr 

^ 4 * i. ^ quelque* e^ 

aura pas pour cela de difficulté : car V — i == ( v^ — i ) * î xemple^. 
%/^ — 1 = (v^ — i )^, &c. Apres cette petite oblervation 
îl eft aifé d'appliquer notre formule à quelque exemple 
que ce fbit. 

Ainfi nous ramènerons facilement |/" — c , a la forme 

* ^^— — ^ 

A-hBi/-—! . Car i^— r = }/^V^^c = VIH i^ 

!/■ — I = ^ ^* X- >/■ — I ^fc= ( t" * i/^ — I ) •• • Or en compa^ 
rant cette quantité aîniî réduite avec a^h \^ — i ^ 

€n voit quej^ 



h 


= 





g 

1 


1 


2^ 
b 


a 


= 





c 


= 


aa 


h 

w 


= 


00 



la tangente^ ^ • . \ * • . • • 

donc l'angle / f ^^^ ^ ^^"^ - X fera droit. Il s'enfuît don:cr 
de là que B &c À font les finus & cofinus d'un angle dont 
le rayon^ =:^^, & qui eft à l'angle droit, ou à $*> ou^ 
à ^ j^ ou à 13 )r &c. angles droits ;|. comme ^ efl à l,. 
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LXXIII. 

De même a-4-^v^ — i rentre dans le cas précédent 
en faifant A = o . Cette quantité peut donc être fuppofée 
= yf-HB j/" — I , en prenant B 6c /4 pour les finus &- 

cofinus d'un angle dont le rayon = {aa-^bb) "^^ & qui 
foit à l'angle dont b èc a font les iinus & cofinus y comme 
p eft à I . Donc fi ^ = ^ , n étant un nombre entier 
quelconque ^ il y aura un nombre n de quantités telles 
que A'+'B j/" — i , qui étant élevées à la puiffance n 
rendront a-^b V — i • Car il y a un nombre n d'angles 
différens dont b bia font les finus & cofinus, favoir A ^ 
C-hA^ 2C^A, ôcc. 

L X X I V. 

6 



Soit encore propofé de mettre A/l:t±^ . (w-f-wj/^ — i) 

X \ ^TT^!- fous la forme A-\-By^—i . En allant 

de la droite vers la gauche, je commence par r-^s}/' — i 
que je mets fous la forme fuivante r-^sj/^ — i ^ . Cette 
quantité fous cette forme fe rapporte \ a-^b |/* — i 
dans laquelle a= r ^ h=^o ^ b:=5 y g = \ * or nous 
venons de démontrer que cette derniece imaginaire fe 
ramcnoit à yf-+-Bi/" — i . Donc, &c. Jopere de même 
fur k'^qV' — I = k^-qy^ — i ~ = par la même raifon 
que la précédente yf -4-5}/' — i. Ce membre devient 
^onc ^1;|;/.!^:; qnahticé qui & rapporte à |~^ que 
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jious avons vu fe ramener à A-\-By — i (Art. lxx. N°. 3.) 

Nous avons donc déjà t/ l±ïy^ , ( w-H»K— i ) x v 

t II N 

(i-t-Sf/" — i). De même m -H» V^ — 1 = mH-w^/" — i T^ 
& a-^by^—\ = a-i-hy^—i " , & g-^hy^—i == 
g-\-h y — I "^ . On aura donc en faifant les mêmes raifon- 
nemens que ci-deffus {p-^-qV — O x (w'-H»'j^ — i * 
==s {p'-^qV — ï) * * or cette quantité fe rapporte à 
a-^by — 1*"*" ^"^ dans laquelle a = p' 

b = q' 

A = o 
Donc ce premier membre fe ramené auffi à «' H- è'V — i : 
on aura donc (a'-t-£'>/^ — i) . («-4-Cv^ — 1). Or 
nous avons vu (Art. lxx. N°. 2.) que {a-^by — i) . 
{g-^hy — i) fe ramenoit à A'+^By — i ; donc la 
propofée entière fe ramènera à A-hSy — x. 

L X X V. 

• 

La féconde propofttion y favoir que toate racine îma- Démonftm* 
ginaire (Tune équation quelconque peut s'exprimer par condeVmk* 
./f -f-J?}/' — 1 , paroît une fuite néceflaire de la première; 
cependant elle a befoin dune preuve particulière. Car 
quoique nous ayons démontré que toute quantité imagi- 
naire peut fe réduire à A'^B}/' — i y on pouroit douter 
qu'il en fut de même des racines imaginaires des équa^ 
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tions > parce qu on pouroit croire que du moins dans cer^ 
tains cas ces racines n'auroient aucune expreffion analy- 
tique poffible. Mais les Théorèmes fuivans ne làUTeront 
aucune difficulté fur cette féconde propoHtion. 

L X X V I. 
Lemmes Lemme I. Dans une courbe dont z Se u font les 

préparatoires ^ k-hP 

à cette dé- coordonnées 9 on peut fuppofer z=^ Du '^Cu ^ y &c. 

moiifiration* ^ • >, • « # 

u étant fort petite ^ quoique nnie ; & dans ce cas u étant 
foit pofitive j foit négative , cette ferie reptefentera la 
valeur de z. 

DÉ MON ST. Soit Z^'^lfZ^"^ »-f-,.*.-4-/C«-+î 
^ « -f- F= o 9 réquation de la courbe : je dis d abord 
qu^on aura aifément la valeur de ^ en 11 ^ lorfque u eft 
fort petite. Car ayant difpofé cette équation fur le Parais 
idograme de M. Nevton , ou fur le Triangle analytique 
de M. l'Abbé de Gua 9 de la manière enfeignée par M* 
Cramer ( Analyfe des lignes courbes , Chap. III; p. y4« ) 
on trouvera chaque terme de l'équation de 2; en n l'un 
après l'autre , 6c on aura z = Du -^ Cu ^-f-> &c; 
Cela pofé y je dis que fi » eft fort petite 5 cette ferie re- 
prefentera la valeur de z^ foit que u foit pofitive ^ foit que 
u foit négative. 

Car i^ lorfque u eft pofitive & fort petite, il eft évi- 
dent que la valeur de z en u fera une fuite extrêmement 
convergente p dont les termes commencent , au moins à ' 
une certaine diilance du premier , à ne contenir que dps 

puifiances 
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pùîflance pofîtives de u ; autrement elles n*îroient pas ea 
augmentant 9 ce qui feroît contre la fappofkion & contre 
la manière dont la ferie a été formée. Donc fi on fubftitue à 
la place de z fa valeur en u dans Téquation de la courbe^ 
plus la Yaieur fubftttuée de z aura de termes y plus les 
puifTances de u feront hautes dans les termes qui refteront 
après avoir ef&cé ceux qui fe détruifeiu ; & ainfî le réfultat 
de la fubftitution approchera d'autant plus d'être nul ^ 
qu on prendra plus de termes pour la valeur de z. Donc 
u étant pofîtive & très-petite 5 quoique finie ^ la ferie 
z =^ Dh^ '^ Cu^'^^ ^ 9 &c. reptéfentera d'autant plus 
exa£tement la valeur de z 9 qu on y prendra plus de termes, 
& pourra en approcher d auffi près qu'on voudra. Donc 
cette ferie exprime la valeur de z^ 

2®. Il en fera de même > fi en feifant u négative dans 
l'équation de la courbe > on y fubftitue la valeur de z 
répondante à u négative. Car plus cette valeur fubftituée 
aura de termes , plus les puifTances de — n feront hautes 
dans les termes reftans après la fubftitution. Or fi on 
cherche une quantité j4^By — i =( — Du) , k 
exprime ^m expofant fractionnaire d'un degré pair , on 
trouvera facilement ( Art. lxxii. ) que /4 Se B font des 
quantités réelles du même nombre de dimenfiohs que 
Du . Donc fi on fubftitue dans ces termes reftans ^ à la 
place des puifTances de — » , leurs valeurs y^^By — i , 
ôc qu'on partage le réfultat en deux quantit^ féparées , 
Time touje rjéellej fie l'^utjre multipliée par K — i i chacune^ 

G 
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de ces quantités fera d'autant plus petite > 6c approchera 
d'autant plus de zéro y que l'on prendra phis de termes 
pour la valeur de z. Donc u étant négative 6c très-petite > 
quoique finie i la ferie qui exprime la valeur de z répondante 
à — i# eft d'autant plus exade qu'on y prend plus de 
termes» Donc cette ferie eft la vraie valeur de z > quol- 
qu'imagitiaire.. 

Or tous les termes réels de la ferie précédente peuvent fe 
repréfenter par une quantité finie 6c réelle M\ 6c chacun 
des termes imaginaires ^ félon ce qui a été dit plus haut^ 
peut fe repréfenter par G^H\^ — i, G&c H étant des 
quantités réelles. Donc la fomme des termes réels 6c des: 
termes imaginaires > c'eil-à-dire la ferie entière que donne 
u négative, peut fe repréfenter par A-^-B}/^ — i . 

LXXVII- 

Corollaire. Donc on peut toujours fuppofer à m prîïe 
négativement quelque valeur finie ^ telle que z foit ssb 

LXXVIIL 

ScHOLiE. Nous remarquerons ici en pàfTant que îorf- 
que u eu infiniment petite > il ne fufiit pas f comme queU 
ques Auteurs Font cm > de prendre un feul terme de la. 
ferie pour exprimer la valeur de z • Car foit, par exemple^ 
z=z u* ^ y^ l'équation d'une courbe , il eft vifîble 
que u étant négative , z cû imaginaire y parce que >^^«;* 
ft& imaginaire i mais fi on négligeoit abfolument le tenae- 
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^u^ 9 u >étant infiniment petite^ on auroit 2 = ^*^ 6c 
par conféquent on trouveroit z réelle y u étant négative , 
ce qui n eft pas« M. d'Âlembect eft le premier qui ait Êiit 
cette importante remarque dans les Mém. de TAcad. de 
Berlin 17^6 y & qui ait par là invinciblement établi l'exi'- 
ftence des points de rebroufiement de la féconde elpece 
que d'habiles Géomètres avoient conteftée. M'' Cramet 
êc Euler ont depuis traité la même matière ; l'un dans 
Ton Introduâîon à l'Analyfe des lignes coxirbes ^ l'autrd 
dans les Méitu Acad. de Berlin 17^9^ 

LXXIX^ 

Lemme 2. Soit a la valeur de rabfcifTe dans une courba 
géométrique ; lorfque l'ordonnée paffe du réel à Timagi* 
naire > on pourra toujours fuppofer à rabfcifle une valeur 
a^by telle que l'ordonnée correfpondante foît ^^B 
y — I ; b étant une quantité qui peut être très-petite ^ 
mais toujours finie. 

Démonst. Soït x^^hx^'^^ y . . . ^ y^K^sszo Fïg. x*- 
l'équation d'une courbe T^, foit . . . • AP ^=^ y 

PM=^x 
foit au(n T le point où les ordonnées deviennent imagir 

n^es ^ & foient • • • • Tf^ s=a u 

AS^a 

MF == z 

Gij 
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donc réquation de la courbe rapportée aux coordonn&S 

T^, J^M, knz'^-hBz'^^'^ ^Kz-^gu 

•4- F= o . Donc faifant T^, uj négative & très-petite , 
s'il eft néceflaire y piar exemple = TO y l'ordonnée au poinc 
O fera =:^ A^By^ — i ; donc lordonnée au point L 
fera = ê -4- A-^-B y — i • Car en tranfportant l'axe T^ 
€n AS y on ne fait qu'augmenter de la quantité confiants 
& réelle ST= ëy toutes les ordonaées Mf^ de la courbe > 
&it réelles y foit imaginaires : or les ordonnées imaginaires 
qui répondent à TQ négative &. fime > mais très-petite:, 
s'il eft néceflaire, peuvent être fuppofées = A-^By^ — l 
( Art. Lxxvii. ) . Donc tes ordonnées imaginaires répon- 
dantes à AL font ST-+' A ^ B j/^-^i . Donc depuis le 
point S au moins jufqu'à une certaine diftance finie JL.^ 
les ordonnées peuvent être repréfentées par G-^Hy^ — i^ 
Donc en général dans toute courbe y,AP étant = q^ 
&PiW=/?,. fi^eftle points où/? cefle d'être réelle^ 
paflé ce point, au moins jufqu'à une certaine diftance. X,.^ 
«n pourra fupgofer f:;^k^i ï/*-^i .^. 

LXXX. 



Seconde Théoreme 2. Soit un multinome queloonque'jc'" •+• 

propo/îtion 7 m-i , , m-i , ' . "r . 1 vi » 

démontrée, nx .-H/x ,"^ • • • %• .• •^"/•^.H"^ = O X tel quilil.y^ 

Toute racî- ^it aucune quantité réelle qui fubftituée à la place de x 

dw^^équa- fafle* évanouir tous les termes, je dis qu'il y aura toujours 

îue^rtf^r^^ une quantité m^nV—i à fubftitucr à la place de jc qui 

S!^!?!^-^' ^^^^^^ ^^ multinome = o ,, mài-n étant, des qjiaatitési 

létlïàsu 
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Dé MON s T. A la place du dernier terme g de cette Fig. 17. 
iéiquation y foit mife une indéterminée y > enforte que 
x^ ^ hx^''\ ^ . ^ -t-j=o foit l'équation d'une courbe 
!A/T dans laquelle rahfciffe AP (y) peut toujours être 
fuppofée réelle > & dans laquelle la valeur de x eny fera 
ou réelle ovt imaginaire. Soit fait x^p-^rq \^ — i ^ /^ & f 
^tant des indéterminées quelconques réelles ou imaginai- 
res 5 & d'une forme tout-à-fait inconnue y on aura en fub-^ 
ftituant cette valeur de x une équation qui contiendra trois 
indéterminées px ^9 y- o^ pourra donc changer & fëparec 
l'équation précédente en- deux autres quelconques à vo* 
lonté ; pour plus de commodité^ je la fépare en deux autres^ 
dont l'une renferme tous lés termes oir ne fe trouve point 
y — I > & l'autre tous ceux où 1/^ — i fe trouve ; & cette 
dernière étant, divifée par V^-r-i , on aura les deux équa^ 
tions fuivantes i p'^ ^ rp^' ^.* -f- . • . . H-^.= o ,. & 
q^^^ -fc. . ^ • ^ . -+- y =3 o . Or ces deux équations peu^- 
vent fe changer en deux autres > dont l'une renferme j^ &/?> 
ôc l'autrjçjfôc.^. Nous- enfeignerons plus bas (Ait. lxxxvui^ 
d'après les Auteurs d'Algèbre comment fe fait cette opérai 
-tion ; mais il nous fufEt à préfent quon puifîe la faire ^ 6c 
la fuppofer faite. Cela pofé ,, je dis que p an q auront tou-?- 
jours quelque, y^leur réellej 

Car i;^-. il eft évident qpe depuis S jufqu'en Ly.p & q; 
auront une valeur réelle ^ puifque ( Lemme précédent); 
depuis S jufquen Lj.on a.^ = /^4-£K! — 1 • doncj?=^^^ 



I 
54 IsTRODUCTIOïf AU TRAlTEf 

2^. Suppofons que paffé le point L^p &C(j ceflent d*avoîr 
dés valeurs réelles ^ dans ce cas on aura ( Art« lxxix.) 
depuis L jufqu'à une certaine diftance Ky par exemple ^ 
p = k^i V — I y & f = ^'+Av^ — I . Donc* = /r-+-^ 
•4- (i'-f-A)»/* — i: donc /? = ifeH-^ & ^ = î-f-A; donc 
la fuppofition qu'on avoit faîte que /^ & ^ ceflbient d'avoir 
des valeurs réelles en L , eft une fuppofition faufle. 

En continuant le même raifonnement , on trouvera que 
par-delà le point L & tout le long de la ligne SQy p àcq 
feront réelles. Donc quelque valeur qu'on fuppofe à y i 
la valeur imaginaire correfpondante de x fera = ^ -4- ^ 
l/' — I ; donc riy=gy la valeur correfpondante de * 
fera m^n}/^ — i , m &c n étant réelles. Donc fi Jc*" -H 

hx^''^ -+-^==0 a une racine imaginaire , cette 

racine fera = w-f-w v^ — i . C. Q. F. D. 

Corollaire. Donc of'^H- A a?*"* '-f- ...... H-^=o 

pourra être divifé par x — m — « j/" — i . Car en failant 
la divifion , il eft toujours poffible de parvenir à un refte r 
dans lequel il n'y ait plus de x , puifque x ne monte qu'aa 
premier degré dans le divifeur x — m — «i/"— i ; & fi 
on nomme Q le quotient, il eft évident que Qx — Qm 
^^Qn}/^ — I -H r = o fera une quantité égale fie idend- 
que au multinome propofé. Donc fubftituant dans cette 
quantité m-h«v^ — i à la place de ;c, le réfultat doit 
être = o ; donc Qw-+-Ç»j/" — i — Qm — Qn}/^ — i 
H- r = o , donc r = o ; or r ne contient point Xy donc 
fi r = o > c'eft parce que réellement la divifion s'eft fidté 
fans refte. 
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LXXXL 

Théorème j. Si un multinome tel qoe celui du Théo* 
rême précédent peut fe divifer par m-^nl/^ — i i il au» 
en même temps pour dtvifcur cxaft m — n%/^ — i . 

Dé MONST» Ce Théorème fera prouvé , fi on fait voir 
que m-Hwï/' — t fubftituée à ta pkce de at^ faifant éva- 
nouir tous les termes du mukinooie ^ il en fera de même 
de m — «i/" — i . 

Pour le dénaotttrcr & rendre la démonfiratîon plus fen-^ 
lible , foit réquatîon x*•^-i^x-f■^=^=o que je fuppofe 
avoir pour divifeur exaâ:, ou pour racine m^ny^ — i ,, 
en fubftituant pour x fa valeur m^nl/^ — i > il viendra 
ïïiTi'^^ï^l'r'l^J = ^- Cette équation fous cette forme 
a y comme oa vok ^ deux parties > Tune compofée de termes 
réels y favoir mm ^-\^hm — nn^gy l'autre compofée de 
termes tous imaginaires tzmn \^ — i -f- hnV^ — i : de plus 
chacune de ces parties eu =:^ o (Art. lxix. ) Où voit aufll 
que dans la partie formée de termes tous réels ^ il n y a que> 
des puiilances paires de ;z ^ ôc dans la partie formée de 
termes imaginaires y toutes les puif&nces de n font impai'* 
rpsy fie de pks cette féconde équation contient nV^ — i 
\ tous fe^ termes : par conféquent on la peut divifer par 
n V — i » Or le. quotient de cette divifion ne contiendra 
que d|es puiflances jpaires de n y ainfi que là première partie.r 
Donc on auroit également ces deux équations ^ en fob- 
fiituant -— » au lieu de •+; n# Donc on y parviendroit de; 
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même en fubftituant pour x y m — ny/' — r au lîeu de 

mH-«v^ — I. Donc fi le multinome eft divifible par 

m^n}/' — i , il left en même temps par m-^iii/" — i . 

C Q. F. P. 

LXXXIL 

Toute équa- COROLLAIRE. Donc les mêmes chofes étant fuppofées 

racîner^ma- que dans les Théorèmes précédens y le multinome pourra 

féSbie en toujours fe divifcr en faveurs trinômes réels xx^fx^+^gf 

^^^^Ji^]^^^^' xx^lx-^iy dont les coefficiens feront réels. Car puîf- 

que ce multinome peut fe divifer par x — m — ny^ — i 

& X — W-+-» V^ — I , il pourra aufli fe divifer par leur 

produit XX — 2mx'^mm-\-nn qui eft un fafteur tout 

réel ; ôc faifant fur le quotient qui en proviendra les mêmes 

raifonncmens qu'on a faits fur Je multinome , on prouvera 

qu'il peut au(Ii fe divifer par un faâeur trinôme léel ^ .6c 

ainfi de fuite« 

LXXXIII. 

S c H o L 1 E. Jufqu'à préfent on n'avoît encore démontré 
la propofition générale du Corollaire précédent que pour 
les feuls cas fui van ts : i^. pour les cas de ;c * -4- 2 r jc •+• i^ 
& pour celui de Af^Hh a" qui revient au cas de i ^ x^ 
en fuppofant ^ = i , cas dont nous avons parlé ( Art. lxii. 
& Lxvi.) 2®. Pour le cas où le mukinomé eft du 3^. degrés 
ou du 4^ ou du y^. En effet lorfque le multinome eft 1**^ 
du 3^. degrés on fait^ & nous le démontrerons plus bas 
( Art. Lxxxv. ) pour une équation impaire d'un degré quel- 
conque y on fait > dis-je ^ que ce multinome a au moins 

un 
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un fadeur réel. Soit ce fadeur at-H^, en divifant le mul- 

tinome par ce fadeur , on aura l'autre fadeur x x -^rpx^q 

dont les coefficiens feront réels. 2?. Si le multinome efty 

du 4^ degré ap^-H^a;' -Hf;c* -f- ^Af-+- ^, ou plutôt en \ 

faifant évanouir le fécond terme x^-^qxx^rx-\-'5^ 

fuppofons qu'on prenne xx -+- ex^hfy xx — ex 'h g 

pour les deux fadeurs ^ on trouvera ( Arith. univerH p. 2io«) 

e^ '-{^ 2qe^ 'h qqee -^ rr _^ 
— ^see 

2 

g = q^ee-h^ 
2 
Or réquation e^'h2qe^^ &c. étant une équation du 3* 
degré dont ^^ eft l'inconnue y aura au moins une racine 
réelle , 6c le figne — du dernier terme lait connoître 
( Art txxxvi. ) que cette racine réelle fera poGtive. Donc 
e aura pour le moins deux racines réelles y l'une pofitive 
& l'autre négative. Donc puifqu'on a une valeur dcf&cdeg 
en e^ les quantités f&cg feront auflî réelles. Donc dans 
9fx -4* ex •+•/! XX — ex H-^j les coefficiens r > f, g 
(eront des quantités réelles. 

3^ Enfin lorfque le multinome eft du j^ degré, comme 
il y a fûrement un fadeur réel x-^ay l'autre fadeur fera 
du ^^ degré , ce qui revient au cas précédent. 



H 
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LXXXIV. 

D'oiieftti- Avertissement. La théorie précédente fur les imagî^ 
Érécâ^nt''" naires eft tirée d'un Mémoire de M. d'Alembert qui fe 
trouve dans le fécond volume des Mémoires de TAcadémie 
de Berlin, année 1745. J'ai étendu fes démonftrations , 
& je leur ai donné la forme que j'ai cru la plus propre pour 
les mettre à la portée de tout le monde. M. Euler dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin 174p. a traité la 
même matière des racines imaginaires des équations par 
une méthode différente, mais plus longue. Il y a joint 
une méthode pour changer les quantités imaginaires en 
^ H-B j/" — I qui eft la même que celle de M. d'Alembert* 

CHAPITRE V I. 

Démonjiranon de quelques Propojitïons fuppojees' 
plus haut, & d'autres néceffaires dans ce Traite.. 

LXXXV. 

* 

Tonte équa- Thé OKEME. ■ A Ans une équation quelconque d'un- 
gré impair'; ^ <iegré impair il y a toujours au moins 

«i moins une une racihc réelle. 

jaane réelle, . 

DÉMONST. Soit l'équation «*"*"*" '-*-v^**'" -H... .;. 

•4-^ = 0, m eft un nombre entier pair. Au lieu de faire 

le premier membre de cette équation égal à zéro , je le 

fuppofe ^y j A? *'"'^' ^Ax^'" 'hq=>y fera l'équation 
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3'une courbe dans laquelle le point où j/ = o, donnera 
la valeur de x. Cela pofé , foit la ligne y^BK Taxe de Fig. xs. 
cette courbe , le point K l'origine des x . Il faut prouver 
que la courbe coupera fon axe en un point : car alors il 
y aura néceflairement une valeur de x réelle , au point 
où ^ = o . Or fuppofons x ppfitive & infinie ^ y le fera 
auffi, puifqu*ellê fera alors = x^^'^^ y & la courbe paf- 
fera par Textrémité de lordonnée PM. Si nous faifons 
à préfent x négative & infinie ^ y fera infinie & = 
— ;c*'^'*"% c'eft-à-dire négative. Donc^ après avoir été 
pofitive & infinie > lorfque at = oo ^ fera négative & in- 
finie , lorfque x fera négative & infinie. Or la courbe pBP 
eft continue y puifqu'à chaque valeur de x répond une 
valeur de y . Donc la courbe coupera néceflairement foil 
axe en quelque point B pour pafler du pofitif au négatif 
jp A. Donc Téquation a au moins une valeur réelle* 

LXXXVL 

CoROLL. !• On démontrera de la même maniera 
cette propofition connue dans tous les livres d'Algèbre , 
mais qui y eft autrement prouvée , & fouvent affez mal i 
que toute équation d'un degré impair dont le dernier terme . 
eft afifedé du figne — ^ a au moins une racine pofitive. 



LXXXVIL 

C o R o L L. 2. Par le moyen du Théorème précédent , & vont toufoûrs 

en 
pair* 



Les racinel 
imaginaires 



des deux derniers Théorèmes du Chapitre V* on peut dé- ^" "^"^^^ 



Hij 
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montrer que les imaginaires vont toujours en nombre pair; 
propofition d'un très-grand ufage , mais encore affez mal 
prouvée dans tous les livres d'Algèbre. 

LXXXVIII. 

Solution de PROBLEME I. Deux équations qui renferment deux 
bîimcs^* ^n^ indéterminées A Se B étant données , les réduire à deux 
autres y dont Tune ne contienne que yî , & l'autre rie 
contienne que B , avec des confiantes quelconques. 

Solution. Soient ordonnées ces équations par 
rapport -d yf , il eft évident quelles fourniront chacune 
une ou plufieurs valeurs de -^ en B & en coûtantes. Or 
parmi les valeurs de y^ en B que fourniflent la premfere 
& la féconde équations ^ il y en doit avoir au moins quel- 
ques-unes de communes y puifque les deux équations font 
fuppofées avoir lieu à la fois : par conféquent ces deux 
équations doivent avoir quelques divifeurs communs. Je 
cherche donc leur plus grand commun divifeur , ce que je 
lais de la manière enfeignée dans tous les livres d'Algèbre. 
Je pouffe la divifîon Jufqu'à ce que je fois parvenu à un 
xefte qui ne contienne plus d'y^ . Je fais ce refte = o , 
ce qui doit être pour qu'il y ait un commun divifeur: 
de là je tire une équation en B. J'ordonne enfuîte les 
deux équations par rapport à B , & je fais les mêmes raî- 
fonnemens & les mêmes opérations pour avoir une équa* 
tion en yf • 
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LXXXIX. 

Problème 2. Trouver la valeur de x dans une équa- 
tion quelconque en fuppofant quelle a des racines ima- 
ginaires. 

Solution. 1^. Soit cette équation x^ -^-px^^ -t- Première 

m -2 1^9 1 1 /« / • méthode pour 

qx -4-r = o. D abord fi cette équation réfoudre ce 

a des racines réelles , je les trouve par une conftru£tion 
géométrique. Suppofons que ces valeurs foient a^b^cy &c. 
je divife Téquation par x — Uj x — b j x — Cy &c. & je 
parviens à un refte qui ne contient plus que des racines 
imaginaires. Dans ce cas nous avons démontré ( Art. lxxx.) 
qu'on peut toujours fuppofer x=^A^B v^ — i . Je mets 
dans l'équation à la place de x fa valeur A^B V^ — 1 ; 
il me viendra deux parties , lune toute réelle , & l'autre 
toute imaginaire y toutes deux néceflairement égales à zéro 
chacune en particulier ( Art. lxix. ) . Je divife la partie 
imaginaire par.i/* — i qui eft à tous fes termes : j'aurai 
alors deux équations qui ne contiendront plus d'imaginaires ^ 
& qui auront deux inconnues A ai B que je trouverai par 
le problême précédent. 

2"^. Quoique les racines foient imaginaires , l'équation Seconde 
eft toujours divifîble par un fadeur trinôme xx -¥- px^^y ^foudre ^^ïe 
p &c q étant réelles ( Art. lxxxii. ). Soit donc faite la^^^^^^ ^^^ 
divifion à la manière ordinaire y on arrivera à un refte où 
X ne fe trouvera plus qu'au premier degré. Soit Rx^S 
ce refte y il doit être égal à zéro y ôc cette égalité à zéro 
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ne doit point dépendre de la valeur de ;c, puifque quelle 
que foit x y le multinome x . . . . -4- r eft toujours di- 
vifibk par xx^ p.x ^ q . Donc l'dgalité à zéro ne vien- 
dra point de ce que x fera = — -, rnais de ce qu'on 
aura en particulier jR = o, & 5 = o. Or les quantités 
6 & il ne contiennent plus que p &c q avec des confian- 
tes ; on aura donc deux équations qu'on réduira Tune en ^ , 
& l'autre en ^ , dans lefquelles équations p à^ q auront 
au moins quelques valeurs réelles , quon trouvera alors 
comme à l'ordinaire. 



Fin de l^ Introduction^ 
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TRAITE 

DU 

CALCUL INTÉGRAL. 

PREMIERE PARTIE. 

De rintégration des différentielles qui n'ont 
qu'une feule changeante. 

CHAPITRE PREMIER. 

Expojîtion & application de La règle fondamentale 
de tout le Calcul Intégral. 

I. 

QUand on a une différentielle incomplexe qui n'a Enoncé de 
. la règle Ton- 

qu'une changeante x multipliée ou divifée par des damcntale. 

confiantes quelconques > voici ce que Ton doit pratiquer 
pour en avoir l'intégrale. 

Il faut 1^. effacer dx \ 2P. augmenter d'une unité 
Pexpofant de la changeante ; 3°, divifer le tout ainfi pré- 
paré par cet expofant augmenté de Tunité. Cette opération- 
<k)nnera l'intégrale cherchée. 
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I I. 

Son appli- Je fuppofe qu*on ait à intégrer ax*^ dx [a eft une con- 

un^'^cxempic ft^nte quelconque , ôc w eft un expofant quelconque ) . 

complexe.*'^" Suivant la règle précédente j efface dx ; j'augmente ïtx^ 

pofant m d'une unité , ce qui donne ax^'^^ ; je dîvife 

par m -H I , j'ai ax'^'^^ . C'eft l'intégrale cherchée, 

Démonst. Je prends fuivant les règles du calcul 
différentiel la différence de ax"''^' ; cette différence eô 

W-+- I 

( m^ i ) . ax^"^^"^ dx = ax^ dx. Donc, &c. 

Nt H- 1 

On trouvera de même que l'intégrale dem^;'"'"^ dx dt 

m- I -f- 1 m 

mx =z X . 



m- i- 



I I I. 



Cas unique ScHOLiE I. Il n v a qu'un feul cas qui puifle faire 

qui peut faire "^ * ^ * t. j 

quelque diifi- Quclque difficulté , c'cft cclui OÙ Ton auroit jc"" dxf on 



culte. 



dx T. 



— . En fuivant notre règle on trouve pour intégrale de 

* o 

cette différentielle — ; or cette intégrale eft égale à Tin- 

fini , ce qui fe marque ainfi ^==00. La méthode pa- 
roît donc ne rien donner dans ce cas. Mais nous avons 
vu dans l'Introduction (Art. xviii. ) que — eft une diâfé-. 
Solution rentielle logarithmique > dépendante par conféquent , aînfi 
que nous l'y avons expliqué , de la conftru£Uon de la lo- 
garithmique y OU , ce qui eft la même chofe (Art. xvi. de. 
rintrodudion ) de la quadrature de l'hyperbole équilatere. 

lY. 
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IV. 

ScHOLiE 2. Donc Tintégrale de eft — /at^ 

ou ce qui revient au même , log. i , ce qu'on peut voit 
dç plufieurs. manières : car on a par les règles connues 
des logarithmes , log. - = log. i — log. x = { Art. v. In^ 
trodu£Hon ) o — log. x =^ — log. x . 

On peut encore s'en affurer en difFérentiant log. î-; 
on trouvera ( Art. xviii. Introdudion ) que fa différence eft 
^ ( j) ^^^^^ P^*^ J^ c'eft-à-dire — ^ divifé par î-; or 

dx j. •/*« I dx 

-- divifépar^=;--^- 

Corollaire i. Donc toutes les fois qu'une diffé- t^.Appiîca^ 
rentielle eft compofée d*un feul terme , il eft fiicile d'en féientieïïes 
avoir l'intégrale par notre règle ; comme auffi lorfqu'elle ^^"*P^®^^' 
eft compofée de plufieurs termes dont chacun n'a qu'une 
feule changeante élevée dans ce terme à une puiffance 
quelconque. Par exemple, foit donné ^bx^d:K^i^cx^d^ 
^ 2c^ydy — ffppdz . Dans ce cas chaque terme s'in- 
tègre féparément par notre règle fondamentale , comme 
s'il étoit feul. Ainfî Pintégrale de la propofée eft ^x' •4-». 
fi- -h c^yy — ffpp^i la preuve en eft évidente; puif- 
qu en différentiant cette intégrale on retrouve la différent 

tielle propofée» 

V L 2 

j". Applic»* 

CoROLL. 2. Si Ton a pour différentielles des frayions .^^J"" f»* 

I 
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qui n aient que des confiantes au dénominateur , on en 

trouvera de même les intégrales. Ainfi {ax^'+'px^^^ )dx 

aa -h ta 

a pour intégrale ax^ ^- jc^ • 



éia ^ bb 

De même f h' xdx -+- 2c^yvdy = b^x* -ï- ^c^y* ^ 

Tout cela eft fondé fqr ce que les confiantes doivent fe 
retrouver dans l'intégrale comme elles écoient dans la 
différentielle > par la raifon que quand on diflférentie une 
quantité^ on ne touche point aux confiantes» 

VIL 

Il peut encore arriver qu'une fra£lîon qui a une cBan* 
géante à fon dénominateur s'intègre par la première règle» 
Ainfi — ^ = — x"^ dx a pour intégrale en fui vant cette 

'^gï^ ^ î de même /^ = -^ . Et en général fi j'ai 
-^ = x^^dx ; fui vant la règle précédente j efface dx i^ 
j'augmente lexpofant — m d'une unité , je divife le tout 
par — »i -H 1 , 1 ai y — = — • 

VIIL 

4'.^Auxd;<L CoROLL. 5. On intègre encore par la règle fonda>^ 
affedées de mentale , lorfqu'une fonction de jc & ^a: efl multipliée^ 

Agnes quel- . 

conques. par une quantité fous un flgne quelconque ^ & que la; 

Sous quelle grandeur hors du figne efl le produit dune confiante quel- 
conque par la différentielle de la grandeur qui eft (bus 
le figne. 
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Par exemple , foit propofé \ {a^ dx '-^^ 2bxdx) x 



a^x-\- bx* * i dans cette quantité la grandeur hors du 
^^g^^ T {a^^ dx-k-- 2bxdx) eft le produit du coefficient 
confiant {^^n a^ dx-k-2bxdx différentielle de la quantité 
a*x -^ bx* qui eft fous le figne; je dis donc que fuivant 
*la règle fondamentale , l'intégrale de cette quantité eft 

— — — — L 

\.a*x-\^ bx^ ^ . Car fuivant cette règle j'augmente d'une 
unité Texpofant ^ qui devient alors 7 , je' divife la diffé- 
rentielle par 7 multiplié par la différentielle a*dx-^2bxdx 

de aax-^ bxx , le quotient . f a* a; -H ^ ;tf * * eft linté^ 

erale cherchée* 

IX. 

La raifon de cette règle eft bien (impie ; car foît fup^ 
pofé aax'+'bxx =^y y on aura ^{a* dx^ ibxdx) k 

(a»«-4-^«*) ^ = -^dy X y^ . Ainfi il faut faire fur la 
quantité donnée les mêmes opérations qu'on feroit fuc 

I 

-l dy . y ^ pour en trouver l'intégrale. 

Cette règle pourra paroître embarraflfante à plufîeurs dà 
nos le3:eurs , qui craindront de ne pas démêler aifément 
les différentielles qui feront dans le cas dont il s'agit 2 
mais au moyen des transformations dont nous parlerons dan$ 
la fuite f la pratique en deviendra beaucoup plus facile. 

Autre cas 

CoROLL. 4. Quand une différentîeUe dx eft multipliée .J^„7„^^^^^^^^ 
par la puiffance d'une grandeur complexe rationnelle , ou ^^ "*^^^®'** 

lii 
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qui na que des conftantes au dénominateur; que Terpoi 
fant de la puiflance eft un nombre entier pofitif , & qu'il 
n'y a qu une changeante x ^ on en trouve l'intégrale pat 
notre règle , en élevant la grandeur complexe à cette 
puiflance, & multipliant chaque terme par J^, fie prenant 
enfuite l'intégrale de chacun. Que l'on dît dx .a-^ù x $ 
cette différentielle devient, en fuivant ce que nous venons 
de dire, a^dx -^ 2abxdx^ bbx^ dx , dont chaque 
terme s'intègre par la règle fondamentale. 

XL 



Formule En général toutes les fois qu on aura hx dx. e^^cx^ i 
Siw^Ms. ^'* ^^ fuppofant a un nombre entier pofitif, ai q^ k ^ des 
nombres quelconques, entiers ou rompus, polîtife ou né- 
gatifs , il eft aifé d'en avoir l'intégrale finie 6c exaâe par 
la première règle. Pour cela il ne faut qu'élever e^^ cx^ 
à la puiflance dont l'expofant eft a. , fuivant la formule 
connue des Géomètres pour l'élévation d'un binôme à une 
puiflance quelconque j multiplier chaque terme de cette 
fuite qui fera toujours terminée , par hx dx y ôc prendre 
l'intégrale de chacun ( Coroll. i . ) . Dans le cas préfent en 

pratiquant cette opération , on z fhx dx. c+^cx^ 
a . ( «t— l ) . /zf '-^fAT*-*-'-^*^ H- &C. 

2 

Ah-i -+-2^ 



y 
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XII. 

ScHOLiE 5. H ya cependant un cas à obferver îcî Difficulté 

à caufe de quelques difficultés quil peut faire naître, c'eû ?rouv«"quei 

le cas où -j^ feroit égal à un nombre entier pofitif, ^"^ ^*^* 

Car alors le dénominateur de; quelqu'un des termes de la 

ferie devient == o ; par exemple , fi on fuppofe -^ = ^ > 

on aura ilr-t-i-4-2^ = 05ce qui rend le troilîeme terme 

de la (erie =s 00 • Alors donc elle ne nous fait rien coa* 

hoître. 

XIII. 

Cependant cette difficulté ne fubfîfte pas , toutes les Solution de 
fois que «t eft < -3-^ ; car alors la ferie eft finie avant t/. 
qu'on en foit venu au terme dont le dénominateur feroit 
?= o . 

La difficulté n'a donc lieu que lorfque « =* ou eft 
> -— - ; alors même il eft aifé de la lever. Car le terme 
dont le dénominateur fera = o après Tintégration , con« 
tiendra avant Pintégration une différentielle logarithmique, 
intégrable par conféquent en fuppofant la quadrature de 
l'hyperbole. En effet > l'expofant de la puiflance de x dans 
chaque terme eft le même que le dénominateur de ce 
même terme ; le terme où ce dénominateur fera = o fera 
donc — • ou ( Art. m. ) /" — • 

^XIV^ 
Tout cela peut fe déniontrerXans avoir recours à notre tion de cette 

folutioiu 
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feric. Car foit -—^ dgal au nombre entier pofitif /w, on a 

/r= — ^/w — I , & hx dx . e-^cx^ ==A:c"*'"""' 

dx . e^cx^ • Ou fi on élevé C'+'CX^ à la puiflfance 
a , on formera un polinome qui contiendra les puilTances 
.v^ , .v*^, a:^^, ôcc. de x jufquà x""^ inclufivement , & 
il efl vifible qu'en multipliant chaque terme de ce polinome 
par kx"^"'"^ dx = — ~:^i il cft vifible , dis-je, que 

fi a = ou eft > m {^r^l > ^^ y ^^^^ quelqu'un des 
termes où la différentielle fe réduira à — • 

XV. 

Remarque générale. Tout le calcul intégral eft fondé 
fur cette première règle que nous venons d'établir ; favoir 
la règle pour intégrer x"^ dx . Mais toutes les différentielles 
ne s'appliquent pas auffi aifément à cette règle ^ que celles 
que nous venons d'examiner. Il en eft qu'on n'a pu par- 
venir encore à y réduire. De plus parmi celles mêmes qui 
font întégrables, beaucoup (ont très-compliquées. En quoi 
donc confifte l'art du Calcul intégral f c'eft à préparer ces 
quantités y de façon qu'on les amené à l'expreflion la plus 
fimple qu elles puiffent avoir. Or pour cela les Analyftes 
ont imaginé plufieurs transformations. Nous allons les dé^ 
vcloppcr ici en les réduifant à des cas généraux. 



^ 



CHAPITRE IL 

'Méthode pour faciliter V intégration d'un grand 

nombre de différentielles par le moyen de 

différentes transformations^ 



L 



XVL 

A première transformation dont nous allons parler Première 

. , . transforma- 

icî , a lieu pour les différentielles affedées de radi- tîon. 
cauxj ou élevées à des puif&nces dont les expofans font 
négatifs, pourvu qu'en ce cas la quantité hors du fîgne f^l^^^^^^eÇ 
I foit la différentielle même de la quantité fous le figne , gueiieseiica 
I ou lui foit proportionnelle. Cette transformation confifte 

1^ à partager la différentielle donnée en deux parties ou .Enqaoîeil^ 
fadeurs , dont lun foit dx bi l'autre la grandeur complexe ^^"^^* 
qui efl fous le figne ; 2^. à faire cette dernière quantité 
égale à une feule changeante z ; 3°. à différentier l'équa- 
tion qui réfulte de cette transformation ; 4?. enfin à mettre 
dans la propofée au lieu de Àr £c de ^;c leurs valeurs en z 
& en ^i^^ Cette opération donne une expreflion plus 
fimple débarraffée de radicaux dont l'intégrale fe trouve 
par la première règle. Après l'avoir trouvée on y remettra^ 
les valeurs de z en ;c>. & on aura l'intégrale cherchées 
Appliquons cette règle à quelques exemples^ 

XVIL 

. Soit dx . {a-Jt-bx)^ dont on cherche l'intégrale* Je ^l""^^^^ 
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fais y fuivant ce qui eft dit ci-defTus ^ a^ bx^=^z i donc 



z^ dz dont l'intégrale eft par la première règle z^ 



dx = -^ ^ & a-^bx =x'. J'ai donc la transformée 



Remettant pour z fa valeur /j ^-^;c^ on aura a^bx 






c'eft l'intégrale cherchée. 

XVIII. 

Second Si la propofée étoit xxdx x if'+^gx^)^ ^ on feroît 

cxcmpe, ^^ niême f^gx^ = ^ ce qui donne a:*^* =: — j 

f^gx^ === 2 • La transformée eft donc & ^/z , donj 
Tintégrale eft ^^'^' "Subftituons pour z'^'^^ fa \'a- 

-m-H I 



leur f-^gx ' , rintégrale de la propofée eft , comme 

on le voit f-^gx^ • 

XIX. 

Remarque. On auroit pu trouver l'intégrale des deux 
différentielles précédentes fans fe fervir de transformation % 
par la feule première règle ; car dans le premier exemple 
dx • {u'+'bxy j'augmente l'expofant /? d'une unité ^ je 
divife la différentielle par cet expofant p -H i multiplié 
par la différence bdx de la changeante fous le ligne ^ 
j'ai le même réfultat que plus haut. Il en eft de même 
pour la différentielle qui nous a fervi de fécond exemple. 
D'où l'on peut tirer une règle générale qui comprend 

toutes 
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toutes les différentielles qui font dans le cas des deux pré- "^^S^^ 8*"^" 

* * raie pour un 

cédences , c eft-à-dire toutes celles dans lefquelles lexpo- aflez gmnd 

* ^ ^ ^ nombre de 

fant de la changeante hors du figne eft moindre d'une cas. 
unité que celui de la changeante fous le figne. Si l'on 
avoit , par exemple , à intégrer -^If-^^ = aazdz. 
(a a — zz)"^. Suivant la règle précédente j'augmente dans 
cette diflférentiellc d'une unité Texpofant — 2 , je divife 

par — I X — 2zdz % il me vient — r— r^ Pour l'in- 

tégrale cherchée. Il en eft ainfi pour toutes les autres dif- 
férentielles comprifes dans la formule x^^^ dx . (^a^-^^bx^) ^ 
w &c p étant quelconques* 

Mais il n'eft pas toujours aifé de voir les cas où la feule 
première règle fuffit pour intégrer ces fortes de diffé- 
rentielles. D'ailleurs par le fecours de la transformation 
on s'évite la peine de faire cet examen , qui fouvent eft 
pénible, 

X X. 

Réduifons la règle en formule , ^ rendons-la plus gé- Formule 

^ pour la pre- 

llerale» mjere trans* 

' p formation. 

Toutes les fois quon a (A) x^^ x x ^ dx . a^bx"^ , 
p étant tout ce qu'on voudra , 6c r un nombre entier , ^ ^ 

pofitif ou zéro , cette quantité eft intégrable par notre 
transformation. 

XXL 

Premier cas. Lorfque r = un nombre entier pofitif. Soit Démonftra- 

r • j T . 7 » ^o" ^e ceua 

luivant ce que nous venons de dire a'+'bx =z ^ on formule, 

K 
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PremierCas. aura *" = îçf , dotic X "~ ' ^x = ^ . On a auffi * ''" 

b ^ nb 



r = un nom- 



bre entier po- in^ ,&tf-+-^A;" =2^, Donc en mettant toutes CCS 

valeurs dans (-^) il tiendra (B) j^^ . z . {-y^^ • 
Or dans cette formule ^— élevée à la puiflance r qui eft 
fuppofé un nombre entier pofitif^ donnera une fuite finie 
de termes dont chacun fera multiplié par 2 , & par — | 
& fera par conféquent intégrable par la première règle. 

Four le faire mieux fentir ^ développons la ferle précé- 
dente : nous aurons 

Suppofons Y=^^y on a 2^^"*"^ ^ — ^az^'^^ ^ -4-^ 

n b nb 

ïi — 

3«* z^"*"' If — a^ z^ i^ y difFérentielle dont l'intégrale 

nb n h 

fe prend terme à terme ( Art. vi. ) . Cette intégrale eft 

(p-H4)»^** (l>-+-3)w^"* (f-f-i)»^'^ (p-+-i).ff ^4 

Mettant enfuîte pour x^"*"^, ^^"*"S &c. leurs valeurs 
en ;c , on aura l'intégrale cherchée. 

XXIL 

AppUcatîon Soît propofé de trouver l'intégrale de cette différentielle 

3^einpie. ^^1^ d'abord que cette différentielle fe rapporte au premier 
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cas de notre formule (-^)> r étant ici = 1 . Je fuis donc 
(ur qu'elle eft intégrable par notre transformation. En 
conféquence je fais a^bx^ = z y ce qui donne x^ =3 

^^ . Se X* dx =i -^ i donc la transformée eft ^--r^ x 

{■^^1 qui n'a plus aucune difficulté , fc réfolvant pat 
la première règle. Son intégrale eft _î — "^ 

Le refte de l'opération fe fera comme dans les exemples 

précédens, 

XXIIL 



Si r==:o^ on aura x^'^^ dx {a^bx^) întégrable »••€»<« 
par la même transformation. Car foit a^-^bx^ =^ z^ on 
aura x^'^^ dx:=i i±y ^hi diflférentielle fe changera en 

p nb 

t^ . Donc , &c. 

nb 

XXIV. 

Corollaire 1. Sîw = i,&r = ^,îl vient x^dxé Examen dd 
(a^bx)^ intégrable, quelque valeur qu'on donne à/?, particuUers. 
q étant un nombre entier pofitif. 

XXV. 
CoROLL. 2. La difFérenticlIe dxx (ax^'^bx^) fe 
change en dx x f x^ x (^a^bx^''^)\ = x^^ dx ^ 

(a^bx*"^) , ce qui fe ramené à notre formule, toutes 

les fois qu'on peut fuppofer s — ^3=» & qp=^rn"\-*n — i. 

p 

Si rexpreflion différentielle étoit x^^^ dx .i^a^bx^) > 
& que ^ fut un nombre entier pofitif > cette expreffion 

Kij 
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feroît la même que x^^"^^"^ dx . (a^bx^) y qu'on 

voit être la même chofe que la formule A. En effet i 

puifque ^ eft un nombre entier , m doit être un multiple 

de », quon peut fuppofer repréfenté par r -4-; i . ». 

Donc , &c. 

XXVL 

Remarque i. Quelquefois dans les transformées il 
fe trouve des termes de la forme de — ; alors c'eft le 

X 

cas de l'Art, m. 

XXVII. 

Autre ma- ScHOLiE. On peut encore fe fervîr de la première 

niere de le ^ * ^ ^ ■- 

fervir de la transformation d'une manière diflférente de celle donc nous 

transforma- 
tion précé- Tavons employée. 

dente. ^^ » • i > • / i t^ ' 

Quon ait, par exemple, a intégrer xxdx^ a^^Xf 
exemple! ^^ ^^^^ ^^ ^^^^^ ^-4-^ = ^, je fuppoferai Ï^a-H jc==z, 
ce qui donne ^-4-a: = Z2;; dx = 2zdz 'yXX=: 
zz — a : faifant les fubftitutions , on a 2 z * <ix . (^ 2 — a) * 1 
c'eft-à-dire 2Z^dz — ^az^ dz'^ 2aaz^dz y diflFéren- 
tielle qui fe rapporte au Coroll. i. de la règle fondamen- 
tale. Intégrant & remettant enfuite dans l'intégrale trouvée 
les valeurs de z en a:, on aura pour l'intégrale cherchée ^ 

i.,H-;c "— ^.^-t-A:^ ^ ilf .^-i-x^ , ce qu'il 



eft facile de vérifier. Car prenant la différentielle de cette 
intégrale, ona^.|(^ + ;v)^ dx — — .^ {a-^x)"" 



i a a 



dx -^ — .7 {a ^ x) "- dx = {aa'^2ax^{^xx 

y^a^x — 2aa — 2ax x V^a^x H- aaVw^x) dx sssi 
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( en effaçant ce qui fe détruit ) xxdx V a-^x . 

On trouveroit de la même manière l'intégrale de A^=r: • 

XXVIIL 



Soit propofé d'intégrer 2, adx — 4 xdx V^ax — xx-^bif çxemTil 
^ 2 . adx — 2xdx y^ax — xx-^bb , je fais y ax — xx-^bb 
"sss^Zj ai ax — xx'^bb=iZZp & adx-, — 2xdx = 2zdz: 
&ifant les fubftitutions , nous aurons pour transformée 
éi>zzdz dont l'intégrale eft f 2;' , & remettant la valeur de 
zctix j l'intégrale de la propofée qH^ (ax — xx -+-bb)'^. 
On l'auroît trouvée de même par l'Art, viii. 

Par la même méthode on trouvera que l'intégrale de 

% adx ^ ^xdx ,,x — 

■ zr en ^ {ax — XX '^bb)'' ^ 

y ax^ xx'^bb 

XXIX. 

Si la propofée étoit 2xdx.\^xx-^aa ) \ c'eft-à-dîre Troîffeme 

j / X- /• -^ *, 1 exemple. 

axdxi^xx'^ aa)^ y on fera A:x-+-^ïa = z * , &L2xdx 

^=j^z^dzy6c fubftituant il vient pour transformée ^z'^dzy 

dont l'intégrale eft 7 2 *" . Donc f2xdx {xx-^aa)'^ = 

j . xx'+'aa y xx^ aa^ i ce qu'on trouveroit encore 
par l'Article viii. 



XXX. 



xxdi 



Si j'ai 3 ~ = 2xdx X xx'^aa'^ ^ y je fais Quatrième 

ï^ ( X X -H tf 4 ; * • exemple. 



I 



xx'^aa "" > = X , donc xx'+^aa = x""* , & 2xdx 
== — T ^ * * ^^ • Donc en fubftituant on a — -jz "^ dzy 
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«. I 

dont l'intégrale eft ( Règle première ) 3 ^ *" ; donc rinté* 
grale de la propofée eft ^^^xx -^ aa,, 

XXXI. 

Remarque 2. Il y a bien des difFérentîelles affeâées de 
radicaux qui n'ont pas les conditions que nous avons énon« 
cées, (Art. viii.) qu'on peut cependant débarrafler des fignes 
radicaux dans certains cas. Mais pour cela il faut fe fervir do 
transformations différentes de celle que nous avons em- 
ployée jufqu'ici. Par leur fecours on ne trouvera pas tou* 
jours l'intégrale exprimée algébriquement ; mais au moins 
ferviront-elles à délivrer la différentielle de fon radical , £c 
à la rendre plus fufceptible des autres méthodes que nous 
enfeignerons dans la fuite. 

X X X I L 

Seconde Soit propofé d'intégrer 4;xdx y^iax — xx diffère ntiellé 

traulsforma- , • i • 

tion appli- qu on voit bien n être pas dans le cas de celles que nous 

xexnple. avons traitées plus haut. Je fais ^2ax — xx = xzf 

ou — ( ^ eft une confiante que j'ajoute pour conferver 

l'homogénéité. ) . Donc 2ax — xx = ^im , & 2a — x 

= '^ , donc X = -^, & dx =r r"''^' & 

y^ax — XX = -^~^: faifant les fubftitutions • nous 

avoiis pour transformée — 7 V^" ,v différentielle exempte 
de radicaux , & que nous enfeignerons dans la fuite à in* 
tégrer. 
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XXXIII. 

On peut encore intégrer la propofée de cette autre ma- Autre ma- 
fiîere; la différentielle donnée étant 2.2xdx ^zax — xx , gre^ia d?^ 
je vois que fi j'avois de plus — ^.adx^aax — xxy l^y^^nt dlâ^ 
quantité hors du figne feroit le produit du coefficient •— 2 ^j^^ d'cxcm- 
par la différentielle de la quantité fous le figne , ce qui 
xentreroit dans notre premier cas ( Art. viii. ) . J'écris donc 
ainfi cette quantité — 2.(2 ad x — 2 xdx) .{2ax — xx)^ 
r^ ^adx ^2ax — xx, quon voit bien être la même que 
la propofée. Or dans cette différentielle la première partie 
-— 2 X {2adx — 2xdx) . {2aX'-^xx) * a pour intégrale 
(Art. VIII.) — ^.(2ax — xx)'^ y & la féconde 4 ^ ^ jc 
y^2ax — XX dépend de la quadrature du cercle > comme 
nous l'expliquerons plus bas. 

Il faut bien remarquer la manière dont nous avons pré- 
paré cette quantité , avant de l'intégrer , pour l'appliquer 
aux cas femblables à celui-ci. 

XXXIV. 

En fuppofant toujours qu'on ait à intégrer ^xdx Troîfîeme 

.,, X* . r- J'^ transforma- 

V [2ax — xx)y )Q pourrois encore taire a — x=^Uy aou ûon appiî- 
je tirerois * ^ 2ax — xx = ^ aa — uu y dx=^ — 4»; me exemple. 
4a: = 4^ — 411. Subllituant.donc on a — ^adu^^udit 

*Car puîfque a^x-u, aa^%ax + xx=^uu\ donc- zax-^-x x -r^uu^a a, 
d onc en ch angeant les fîgnes zax ^ xx^^a-uw-, donc enfin > lax-xx = 
^ aa^uu* Il faut faire attention à cette équation : c'eft une efpece de formule 
dont les Géomètres fe fervent fouvent en pareil cas que celui-ci. 
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V aa — «» = — z X {tadu — 2.u du) i/' {aa—^ uu)i 

dont la première partie — 2X i adu ^a a — uu dépend 

de la quadrature du cercle , & la féconde — ix — xudu 

i. 

Vaa — uu a pour intégrale exaâe — y.^aa-^^uu)^ 

(Art. VIII.). 

XXXV. 



Second c- Si la propofée eft — ^^ "^ ■ en faifant l^ax'^xx =3 

xemple de la * x Va Jf -f- x * 

2e. transfor-r X z xkzz . jrxr« , 

mation. -y , on aura ax^xx = -^ 5 ou ^H-at =5= -^j- ^ donc 

2 z^bb ^ b zz ^ bb ^ 

za b b z dz j aadx ladz « /• 

-I ; donc — == j— : donc enfia 



(«.^^)^ ' xV^; 



x-Hxx 



^ ,x— T-— ~" b 



exemple. 



Va x-hxx 

XXXVL 

Quatrième Si lon avoît ^ ^ — ^ on feroît V^ y -t-^y — ff ^ 

transforma- , K^^'H-g^' -gg 

don. y^z^ ce qui donne ^^-t-^^ — ^^ =^y •+"^^^*H^2 

Premier & y = î^±M : & rf y = i£iilf21i.%2Mi5 ; & 

Kjy^^-/>_^^ = gg -^ g^ - " : faifant les fubfticu- 

g — IZ 

tions on aura la transformée ^^''/''"*" ^ff^' , dont la 
première partie j^ii^ fe trouil; V«l« «gl« qoe 
nous donnerons dans le Chap. X. être dépendante des 
logarithmes , & la féconde ^i\i'. eft intégrable abfo- 
lument , fon intégrale étant ( Art. xxiii. ) -ii^ , ou bien 
( Art. XIX. ) jf^ : c'eft-à-dire que fon intégrale eft en 
général , comme on le verra plus bas ( Article lv. ) 



I. f A R T !£• ChÀP. II, 9t 

^f'+'ffg^g-^nz-hxz ^;j exprimant un nombre quelconque). 

Si on y fuppofe w^= i — *^, on trouvera la première des 
deux intégrales , & on aura la fecoi)de en fuppofant ;i= !# 

XXXVII- 

Sort encore à intégrer x^ dx {aa'^ xx)"- : Je fais Second 

iX ., . exemple. . 

raa-^xx^x-^t'y jen tire jj-4-;c;if = xx -+-. 

2tx -^ttf donc ^^ï = 2r;y-4-r/ &,» =5 tlzll y dx^=^ . 
_^_f^.^4^ /.îlILiLl". Onauraauflijc^^^ 
— -^^j— : donc x^dxV aa-^xx^ ^ — — — l ^ \ xt f 

{4^^4-11 dt a'"^ dt a'^'dt , a^ dt a"^ d$ 

77 / ^ T ■" 64*7 "T- •JJTT •+" é4*» î^ ^ 

, a^tdt . a^t^dt t^ dt j !>• */ i n ï .^ « '* 

-+- -ir "^ ~7I iT ' "^^"^ lintégrale eft — x — 

^ . Remettant dans cette intégrale pour t ^ t^ ^ ôcc^ 

leurs valeurs y on aura l'intégrale cherchée. 

XXXVIIL 

Si Ion avoit 5 on feroît x 4- ï^tf^-+-*x =«: Cînquîema 

r aa ^ XX transforma-* 

2^ ce qui donne z^r- x = Vaa'+'XX y Se zz — 2Zx^ûon. 
'+fxx = aa'^xxi &c zz^ — 22^ =» /i^, doù Ton tire Premiet 

zz-aa J . dz y^- ■ ■ i — ^ — « exemple. 

l Z ' ^- '2Z2' 



. On aura donc après les fubftitutions la transformée 

•^ • {zz^aa) ^^ 

— =5 — : dont l'intégrale eft ( Art. iv. ) 



1 z 



zz -^ 
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log. z • Remettant pour z fa valeur , on aura log. ( x •+» 

l^aa^xx) pour l'intégrale cherchée* 



XXXIX. 

dx 



Second Si la propofée étoît on feroît encore 2;=r x-*- 

peu'^Siœrent l^xx — aa , & en faifant les mêmes opérations que dans 

u prcqucr. j'^^j^çj^ précédent y on trouveroit / ^ - == log. x -H 



XX - 4 4 



Kjc* — a a : c'eft ce que nous avons déjà trouvé dans 
rintroduûion , ( Article xxxvii. ) • 

X L. 

Cas plus ScHGLiE. Si la différentielle étoît compofée de deux 
que les pré- quantités radicales y on pourroit dans certains cas fe fer\îr 

c^dens, dans j • /? • i • / 

lefquek no- de notre première transformation >. pourvu que la c^uantite 
mn^^mH'^ fous le figne n eût point dé fécond terme , & que la diffé- 
iionréttffiu yen^ieiiç fût multipliée par une puiflance impaire de Tin- 

connue. 

Soit, par exemple, ^ — ^ "^ ^ " : je fais y bb-^zz ^ 

= »;• on a donc zz =^ hu -^ bb ; zdz = udu. La 

^ C 2 r :s u^ du (u^ -b') u^ du 

transformée fera donc — - = — 

' ■■■ , : ' ±=:=: , difiërentielle réduite aux cas précédens* 

V uw-bb-k-gg 

X L I. 

En examinant cette façon d'opérer on voit qu elle ne 
réuffit le plus fouvent que dans les cas où les racines font des 
racines quarrées, & où l'inconnue n excède pas le fécond 
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»degrd» Je dis le plus fouvent ^ parce qu'il y en a quelques- Deux for- 
uns où elle réuflit quels que-foient le figne & la puiflance comprennent 
de l'inconnue fous le figne. Telles font toutes les diâfé- . 
rentielles comprifes fous les deux, formules fuivantes. 



1^ ^y - (x -^b ) ^ y ms n. t étant des nombres , Prctnîcrc 

tm -f. . t formuic. 

X ■ ' — 

entiers pofitifs , ou zéro. Car faifant :c'"-H^'"" = 2;,oii 
aura ;c'" = 2;" — b"^ \ dx =^ • La transformée 

mx'-*"'"' 
donc quand t fera un nombre entier , f -+- 1 en fera aufli 
un ; donc on n'aura plus de radical. • 

^ 2\ La féconde formule eft x" dx . (*'"-*-*'")" V, (^^^* 
laquelle en fuppofant ^^ un nombre entier, fe pourrîhéé- 

livrer de tous fignes radicaux , ou au moins de quantités 

■ t 

radicales complexes, ce qui fuffit. Faifant ;c'"h-^'" ' = s 
on a *" = 2^ — ^^ , X ^ z^ — è"*" 'y dx =4 



^-. f 



I 
' TT — 1 



^z' dz.z'^b" ix''^z[-^b'^ .Subftituant 

m 

on aura />z' dz.z ,\z' —■rj'' " . Lorf- 



tm 



que ^— -^ fera un nombre entier , ' — îî-~ * fera aufli entier, 
& par conféquent la formule n'aura point de quantité 
complexe embarraflëe de radTcaux. 

Lii 
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XLIL 

Sixième C'eft ici le lieu de parlei d une transformation du plus 

transforma- i /* t i • r^ r • 

non. grand ufage dans de cortams cas. Cette transformation 

Appliquée à confifté à faire z^ = x ^ n étant un nombre quelconque , 

unf exemple. d z 

dans les différentielles telles que ^x - i 1^ fuppofîtion 

de ^'' = A: nous donne z = ;c " i dz = -x'' ^x;donc 

x"" dx ^^ 

on a pour transformée = — 77==: , 

nx " V a^ bx 
^iflférentîelle dont on fait évanouir le radical en faifant 

y {a^ bx)=^ Uj ôc qu^on intégrera par les méthodes 

que nous donnerons dans le Chapitre X» 

XLIIL 

Septième H y a encore une transformation qui confifté à égaler la 
trans orma- changeante à une fradîon. Cette transformation fert (bu- 



fion. 



yent à préparer à celles que nous venons d'expofer. 



Exemple. S'il's'agit d'intégrer la différentielle fuivante 



je ferai d abord ^= ^ ; donc Ja;=='"— ;a:;c=— ; donc 
Ja différentielle entière — = -- , 

xxVaa'^xK ^ly aa -H i 
_ , ttu K ' 

• Il M 

première transformation z=^aaHti^i: donc zaaudn =™ 
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Jt2 & — udu =: ""— • On a aulTi V^^^««-+- i =^i^z. 



z a a 



Mettant donc à la place de — uduy & de Vaauu-\-i 
leurs valeurs en ^2; & en x , on a "" dont Tinté- 

grale eft ( règle première ) ^-^ . Subftitua nt à v^ z fbn 
égale Vacluu-\-i, il vient — l^^""-±lî . Remettons 
enfin pour uu ùl valeur — * nous avons — ^^-hx» 

* * i y * ^ * 



transforma 
tion. 



pour l'intégrale cherchée de — 771= 

XL IV. '' 

C o R o L L. Lorfque notre dernière transformation fert à Obfervatîon 
préparer à celles que nous avons enfeignées précédem- derniel!^ *^"^* 
ment , il faut ordinairement faire cette opération la pre- 
mière ; autrement on tomberoit dans des longueurs de 
calcul. Cependant ce principe n'eft pas général; quelque- 
fois on fait ces transformations indifféremment Tune avant 
'l'autre. jSi on avoit à intégrer , par exemple , dx 

|/" ( 1 — X ^ — 1 ) ; on feroit d'abord 1 — x * = 2; ^ 

ce qui donne i — x = z ^' , ^/a: = 7 x '' dz . Donc 

çn fubftituant on a 7 z ^ dz V^. ' — '^ ^ * — 



z'^ 
l ill^I^i = lÉI V^TIZi . Soit à préfent z = \, on 

1 zz izz z *- » ' 

z 

aura - = r ; donc — = — dt ; ^— ^ = — - dt. Donc 

z ^ zz izz ^ 

xzz ^ ^ z J z 1 j ^ / 

dont l'intégrale eft ( Art. xix.) "r^^ ('— Oj :::= (, _ j)f , 

fx — dt 
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» Remettant pour t fa valeur ^,èna(i — ^)* ; & pour 
^ fa valeur i — .v ^ , on a cnfirt pour l'intégrale cherchée 

XLV. 

Reflexions Voilà à peu près toutes les transformations ufitées dans 
f«"*^?r!inVo"- ^^ Calcul intégral. On comprend fans peine l'avantage 
m.;tions que j^fini dont cllcs font pour faciliter les opérations de ce 

nous venons r i 

av\piiqucr. calcul. La première , la fixieme & la feptieme font fur- 
tout extrêmement commodes. Les commencjans ne peu- 
vent fe les rendre trop familières^ en en faifant eux-mêmes 
de fréquentes applications. C eft à Tufage feul qu'il appar- 
tient de faire difcerner celles de ces transformations qu'il 
faut employer préférablement aux autres > fuivant les dif- 
férentielles dont on cherche l'intégration. 

CHAPITREIII. 

De l'addition des confiantes pour rendre les 
intégrales complètes. 

X L V I. 

Ncceffitc T ^ *^^ n(?ceflaire , avant d'aller plus loin , de remarquer ici 

d'ajouter ure M. que les Confiantes n'ayant point de différence , une in- 

l'intégrale tcgcalc , jointe par le figne -t- ou — avec une confiante, 

donne la même différentielle que donneroit cette intégrale 

fi elle ctoit fans confiante. On n'eft donc pas fur , lorfquon 
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retrouve l'intégrale d'une différentielle , d'avoir cette inté- 
grale exa6le ; il faut fouvent lui ajouter , ou en retrancher 
une confiante ; nous allons donner la méthode pour la faire 

trouver. 

XLVII. 

Mais afin que les commençans ne foient point embar- Toute înt*- 
raffés dans Papplication de cette méthode , ils doivent avoir préfeme^ par 
préfent à l'efprit qu'on repréfente l'intégrale d'une diffé- îe^Sbc. 
rentielle qui n a qu'une changeante , par la furface d'une 
courbe dont x efl l'abfcifTe , & dont l'ordonnée fera la 
quantité qui multiplie dx . 

Qu'on ait , par exemple , cette différentielle dx V^x — a : 
je prends une courbe CED "^ dont l'abfcifTe PA=zXy Fîg. x. 

AC=^ay & l'ordonnée PD=x-{-a^ : l'efpace élé- 
mentaire PDpd efl dx^^x-i-ay l'efpace entier y^P£) S 
efl donc fdx y^x-^a ; ot \ x-\-a'^ (Art. xix.) efl l'in- 
tégrale de Ax . {x-\-a)'^ y parce que cette différentielle 
efl celle de f . (a:-4-j)". Il femble donc d'abord que 
y {x'^a)'^ foit la valeur de l'aire APD B : mais il faut 
obferver que j (;c-htf)"H;;;y^ , A étant une confiante 
quelconque, a auflî pour différentielle dx {x-^-a) ^ . Ainfî 
l'intégrale réelle de dx .( x^a) ^ cA j{x^a)'^ ^A y 

* Pour avoir Téquation de cette courbe , il faut effacer dx de la différentielle 
propofce , & fiipporer une changeante y égale à la quantité qui refte après 

avoir effacé dx. Ici on a > = x-Htf * : ou en rendant cette équation com- 
mènfurable yy = x^a équation à la parabole où l'origine des coordonnées 
ji'eft point au fommet. Voyez. Guidée , Apflication de r Algèbre à la Géométrie. 
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A étant une confiante qui peut quelquefois être nulle t 
quelquefois être rcelle j mais qu'il faut favoir déterminer 
dans chaque cas. Cela pofé , je pafFe à la règle. 

XLVIII. 

Méthode Faites la changeante x de l'intégrale égale à zéro , & fi 
?^omioUre ^ l'intégrale devient zéro , c'eft ordinairement une marque 
^raie'eftcom-^ qu'elle cft exade ; fi au contraire après cette fuppofitioii 
piette ; & jç ^, _. q \\ j-^fle Une conftante dans Tintégrale , il faut 

quand elle ne -^ o -^ 

rcft pas , à jg joindre à l'intégrale trouvée avec un figne contraire à 

trouver la ' ^ ^ ° 

confiante qui ccluî qu'elle a 1 alors cette intégrale fera complette* 

la rendra ^ ° ^ 

""'^'"" X L I X. 

X. Exemple. Soît i^ ^=j/'^a:, on 2i y dx=^ à x^p X j dont l'îa- 
tégrale eft (Art. ii. ) y^y^^-^ = t ^ V • -^ ^ • La fuppofition 
de a: = o donne le tout = o , donc l'intégrale eft com- 
plette. 

L. 

I. Exemple. Soit 2^ dxVx^a dont l'intégrale eft f (A:-4-a)^; 
faifant a:==o il vient j.a"^, donc l'intégrale n'eft pas 
complette , ôc la conftante qu'il faut y ajouter eft — \.a^ . 

Démonttrji- Pour démontrer cette méthode , & lui donnçr la plus 

de cette me- grande généralité dont elle eft fufceptible , je fuppofe que 

l'on connoifle la valeur complette de l'intégrale , lorfque 

X a une certaine valeur que je défigne par a , & que 

cettQ 
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cette valeur complette de l'intégrale foit Q , alors voîcî 
comme je raifonne. 

Soit X la valeur générale de l'intégrale trouvée par le 
calcul j &c à laquelle il manque une confiante C que je ne 
connois pas encore : A^CferaTintégrale complette que je 
cherche* 

Je fuppofe à préfent qu'en fubilituant a pour x dans -Y, 
X devienne yi ^ j'aurai A^C pour la valeur complette 
de l'intégrale y lorfque ;c = « ; d'ailleurs par la première 
fuppofition cette valeur complette ==Q'. donc y^-+'C=«=Q| 
donne C==Q — A. 

Mais le plus fouvent cette valeur complette Q de l'inr 
cégrale n eft pas donnée & ne peut l'être y 6c la feule fup- 
pofition qu'on puifle faire c'eft de chercher l'endroit où 
la valeur Q de l'intégrale =:= o ; en ce cas Q;=5= o i donc 
y^^C=so, donc C=3 — A. 

De plus y au lieu de prendre x ess ^e ^ on le fuppofe or« 
dinairement =» o > & cette fuppofîtion eft plus fimple > 
parce que l'aire d'une courbe commence avec les abfciffes f 
& que par conléquent Q = <o^ lorfque x=:o : voilà fut 
quoi efl fondée la regle^ 

Après cette dén^onftration y appliquons-la au fécond 
exemple que nous avons donné plus haut. 

LIL 

AppUqnéd 

Soit dxV x-^a , dont l'int^gnde cft f. («-!-«)" ùeUe^uinoi» 
X, Suppofant « = o , il vient f « * ==s ^ j donc f « » cond exe»* 

M '''' 
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Observation importante* L'addition de ta conftante 
lait quelquefois que la différentielle paroît avoir deux inté* 
grales différentes : mais fi on examine attentivement ces 
intégrales 5 on verra qu elles ne différent jamais que par 
un terme confiant qui fe trouve quelquefois enveloppé dans 
Tune des deux. Ainfi Ion trouve que 2r4r & ^r-^ font 
également les intégrales de ■ J^l^ ^ ^ puifqu en différen- 
liant ces deux intégrales > on retrouve cette même diffé» 

rentielle. Mais il efl mfé de voir que 7—7- = r^ 1 r 

d'où Ton voit que ces deux intégrales ne di£férent que pae 
la confiante — 1 • Et en général l'intégrale de ^j^ * 
fera —^ -+--^1 (yf repréfentant une confiante xjuelcon* 
que ) , ou ^ — j^^ — î : & fi on fait 1 -f-/f =r » (n étant 
un nombre quelconque )> Tintégrale fera ^^ ^ fl^l^ ^* ^ 
Si n = o , on aura —^ qui eft la féconde des deux in- 
tégrales trouvées : fi »=^i ^ c'efl-à-dire f Ci A=^o^. otï 
aura la première > & donnant fuçcefCvement à n difiërente^ 
valeurs y on en trouvera une infinité d'autres qui toutes; 
ne diâfereront que par des confiantes*. 

L V L 

Il faut bien avoir préfent ce que nous venons de dire fiir 
Faddition des confiantes : nous n'en parlerons plus dans la 
fuite de ce Traité ; le lefteur eft en état d appliquer la 
legle générale aux différentes intégrales que nous. trouvQ^ 
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rons. Il faut Papplîqucr aufli aux intégrales trouvées dans 
les deux Chapitres précédens. 



CHAPITRE IV. 

Définitions & notions préparatoires à rintégration 
des différentielles Innomes , trinômes , &c. 



o 



LVIL 

N (uppofe que dans une grandeur complexe > les Définirion 
expofans des puiflances de la changeante x qui diftin- &c 



gue les termes ^ forment une progrefEon arithmétique ; 
on rappelle un binôme quand il n'y a que deux termes ; 
un trinôme quand il y en a trois ^ 6c ainfi de fuite. Âinfi 
ax^^bx^ eft un binôme > ax^ ^\-bx^ ^cx^^ un tri- 
nome, a-^bx^ ^cx^^ un quatiînome : on fous-entend 
le troifieme terme ox.^^ qui eft = p, comme sll y avoit 
^^^jc''-HOA:*"-»-r;c^". 

On rapportera toutes les expreflîons des difFérentîelIès 
complexes , autres que celles dont nous avons parlé 
( Chap.. L ) > aux formules générales qui fuivent«^ 
. -^ -' p^^j^f^^i^ ^^^ Binômes. 

gx^. dx . {a-^bx^). 

Des Trinômes. 

gx ax . {a^bx ^ ex ) 
Et aifiii dé fuite pour les quatrînomes*| &c*^ ' 
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gy a^ b y Ci 6cç. repréfentent les coefficiens 5 * la 
changeante ; p l'expofant de la puiflance de la grandeur 
fous le figne : cet expofant fera un nombre entier négatif, 
ou une fraâion. Car nous avons vu ( Art. xi. ) que quand 
c'eft un entier pofitif , la différentielle s'integcc tout de 
fuite par la première regle^ 

LVIIL 

Il peut auflî y avoir dans une même différentielle plu- 
fieurs grandeurs complexes multipliées les unes par i«s 

zatitSy comme gx^ dx^{a^bx^) x (r-H^x'^-ï-ficci) : 
ces différentielles même peuvent être > fi Ton veut^ réduites 
aux cas précédens. 

Car foit /^=7 & ^ = j-, on 2Mï^ gx^ d'ic..{à^bx^) 

q . . r . ■ • . ■ ■■ r» 

X {c-^ex^) =:gx^ dx . {a^^ bx\)7 X {c^ex^)'£ 



ts 



gx'^dx .{a^bx'')sk X {c^ex'') ,k ^amgx'^dxé 

rk . fi 



(^a^bx"" .c^ex" )U. Donc, &c, 

LIX. 

Elles peu- REMARQUE I. Les formules précédentes peuvent 
deux formes avoîr deux formes fans changer de valeur : la première 
1 enaqu s. ^^^j^ j j^^ expofans », de la grandeur fous le figne font 
pour oter de pofitifs ; la fcconde quand ils font négatifs. Au refte on 
gneunegran' P^ut facilement Ics Pendre de pofitifs négatifs, par une mé- 
fc^f'îi/wi! ^^ode qui fert à mettre fous le fi^ne une grandeur qui eft 
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hors du figiie , ôc à cter de deflbus le figne une grandeur 
qui y eft. 

Soit x"^ X ax"^ . Il eft évident quon peut multiplier Procéiîéde 
cette quantité par a: ^ en la divifant en même temps par dc^ ^^ ^^" 
x^y fans changer fa valeur ; pour cela j'écris x^ ^ , & en 

même temps je divife la féconde partie ax"" par a:«: [JJ-^J^I^'^: 

mais comme cette féconde partie eft fous un figne dont !"„ "mu "^v 

lexpofant eft /? , il la faut divifer par x ^ , & Técrire ainfi ^ft pas. 

1^7^ \^ „.î f 

ax f j & la nouvelle grandeur fera x^ ^ (ax^^f) y 

identique avec la propofée x^ x ax^ • La raifon de la 
féconde opération y eft que la grandeur qui divife la féconde 
partie doit être égale à celle qui a multiplié la première ^ 

Ot X t := X^ . 

L X- 

Si on vouloir divifer la féconde partie par x^ ^ c'eft-à- i\ D^Ater 
dire y ôter ^c'* de deflbus le figne, il faudroit multiplier /îgne^ une 
en même temps la première partie par x"*^ ^ ce qui chan- s'y^ttouYc^"* 
geroit la propofée en la fui vante x^'^^^ ^{ax^''^ ) =s 
^ wi-t-wf ^ ^p ^ L^ raifon en eft la même que la précédente» 

L X L 

Quand Texpofantp eft une fraûîon > comme dans x^ x CasoùTex- 

, * ^ pofanr de U 

ax^^ y fi on vouloir multiplier la première partie par jc' , ^^^'^^^ 
on trouveroit en fulvant la règle précédente x^ ^ • 
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{8-J, -» i , „i. 

ax 7 /*=»*' X ax* * . Alors 1 indique une mul- 

tiplication au lieu d une divifion. Car I "^ 5 x ^ • 

LXIL 

Çaspùacft Lorfque lexpofant p eft négatif, c'eft-à-dîre, .lorfqull 
^^ * eft — /? , on trouvera que ""— devient "4" ou -4* -?• • 

LXIIL 

Ufagesdeia Par le moven de cette méthode on peut rendre les 

méthode pré- ' * 

cédente. expofans de nos formules de pofitifs, négatifs. 
x'.Pourren- Je divîfe la grandeur fous le figne par la changeante x 
{IL de^^nos élevée à la plus haute puîfTance qu'a cette même cjian- 
^oûûùl ne- géante fous le figne ; je multîplie en même temps la chan*^ 
^ ggj^j^^e ^ j^QP5 J^ figne par la même grandeur, gx^ dts» 

{a^bx^) devient en pratiquant lopération précédente 

gx {b^ax ) M 

La féconde forme à^ gx^ dx{a'^bx^ '^ cx^^) eft 

de la même manière gx^^^^^ dx{c'^bx^^ •^ax^^^) • 
Enfin gx'^dx {a^bx''^Bx^'')>^ (^^.^jc»^/je** 

M-rx^^/>devient^x'^"+""'*"^''^JAr(fi^-^A?"-"-4-a;c'''*) 
X [y^fx^'''^ex^''''^cx^^'')\ 

m- 

LXIV, 

i*. Pour ra- 

SuTdediffé- ^®"® méthode fcrt auffi pour ramener à nos fornnileg 
formuïes* "S ^^ &^^ nombic de différentielles. 

cidentet. X^OCfàuQ 
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Lorfque les deux termes de là grandeur fous le figne , Anplîcatîon 

^ . _ . A,*, i des bim 



font multipliés par la changeante y comme dans — ^ mes. 



bino- 



y^ cx-^x* = hx''^ dx {ex ^x^)^ y il faut pour ré- 
duire cette quantité à la première forme de la formule des 
binômes , dégager le premier terme de la changeante qui 
le multiplie. Or cela fe fait aifément par le moyen de 
notre méthode. Je divife la grandeur fous le figne pac 

I V ' • 

X T y &L. je multiplie la grandeur hors du figne par cette 



- f 



même quantité ; j'ai bx * dx )< c^x "" y dans laquelle 
b=gi ^| = m; c = ai b=i ; »=i ; ;; = |;. 

Pour réduire cette différentielle à la féconde forme de 
la même formule , je multiplie la partie hors du figne pac 
x^^'^ y & je divife la partie fous le figne par la mêmç 
grandeur: ce qui me donne bx'^^ {i^cx'^^)'^ ou^=^j 

LXV- 

De la même manière pour ramener à la première forme AppUcadon 

de la formule ;rx'^dx(a-^bx''^Bx^'')x(c^cx''^^^'^''''^ 
^ ^ ^ ' ^ mes. 

p 

^^ fx^^ ^ yx^^) la quantité du même genre x^^ dx 
(3 a — Cx*) X {(tx — Cx^^kx^) *, il faudroit dlvi- 
fer la grandeur fous le figne par a: "" *'^ & multiplier 
celle qui eft hors du figne par la même quantité j cette 
opération ijous donne x "^ dx {3 a — Cx*) x {a^ox\ 

■» X 
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Si on veut ramener la même différentielle à la féconde 
forme de Isf même formule, il faut 1® divîfer la première 
grandeur complexe sa — ^a;* par x * , & multiplier la gran- 
deur ;c"*^Ar, par ;c** 2^. Divifer la féconde grandeur 
complexe {ax — €x^ ^kx^) ", & multiplier en même 
temps x^^ dx par jc^^"* = ;c"* ; & on aura x''^ dx 
i--S^3itx^^) X {k^Qx^^itx^^y^. 

LXVI. 

Il en fera de même de beaucoup d'autres diâTérentîelIes. 
Il eft bon aufli d obferver que des différentielles incom- 
plexes , peuvent avoir la forme de diflférentielles complexes* 

_ j. 

Par exemple, dx x ï^T* =: x^'x dx {o^ax')"^ • 

LXVII. 

Troîfieme REMARQUE 2. Il eft quelquefois néceflaire pour facî* 
méâiode^cx- lîter de certaines intégrations , dont nous allons parler 
SciStt,^ ^*" tout à rheure , de faire enfortc que l'expofant de la chan- 
geante hors du figne foit moindre d'une unité que l'expo- 
fant de la plus haute puiffance de la changeante fous le (îgne* 
Or cela fe fait par le moyen des indéterminées , oc de la 
préfente méthode. 

Soit (yf) x"" dx {e^kx^)''. Pour que Texpofant r foît 
moindre d'une unité que s , je multiplie la changeante x ^ 
hors du figne , par x élevée à une puiffance dont l'expofant 
foît l'indéterminée q^ c eft-à-dire , par ;c ^^ 6c je divife ca 
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même temps e-^kx^ par jc " . J'aurai x"" dx {e'+'kx') 

== (JS) x'"*'^dx {ex^^-hkx'^^)'' . Je fuppofe à 
préfent s — | = r-+-^-+-i, j'aurai q == ^^^^^' '^ > & 
cette valeur de q étant mife à fa place dans {B) , on a 

jc «-*-» djc \^:!f «H-* -+- *Ar »-fr-' /^oùl'expo- 
&nt de x liors du figne ne diffère que d^une unité de 
lexpofant de la plus haute pui/fance de x (bus le figne. 
On remarquera qu'il eft indifférent de multiplier x'^ dx 

par x^ y en divifant la grandeur fous le figne par aï ^ > ou 
de faire Tinverfe de cette opération. 

LXVIIL 

Toutes ces chofes fuppofées & bien entendues > ]c pafle à 
l'intégration des différentielles binômes y trkiomes y &<;« 
La méthode pour intégrer ces différentielles a deux parties; 
La première renferme les binômes qui peuvent s'intégrer 
algébriquement , c'eft-à-dire exaâement. La féconde com- 
prend celles qui ne s'intègrent exaâement quî^en fuppofane 
la quadrature ou la reâification d'une courbe. 




Nij 



iû6 Ta AIT E^ DÛ Calcul ïsTe^gral: 
CHAPITRE V- 

' Première partie de la Méthode pour Intégrer les 
différentielles Binômes comprifes dans la formule 

m j I n P m-f-np 1 ,i * -n P 

gx dx (a*4-bx ) , oz/gx ax(b-4-ax ) ^ 

dans laquelle ^ eft un nombre quelconque. 

LXIX. 

tîeStS: Pour trouver nntégrale de {A) gx"" àx(^a^hx'')\ 
rentieiies qui y f^y^ jo^ f^j^^ enforte Que rexpofant de la changeante * 

t intègrent alv * * ^ 

gébrique- hors du fignc foît moindre d une unité que lexpcfant de 

ment. ^ ^ i - 

Procédé de 1^ P^"^ haute puiflance de x fous le figne. Or cela fe fait 
la méthode, ^ç j^^ manière que nous avons enfeigné (Art. LXvii. ) • 

a^. Il faut fuppofer une nouvelle changeante z égale à 
la grandeur qui efl fous le Hgne^ & fubflituer les valeurs que 
donne cette transformation ^ de la manière que nous avons 
enfeigné (Art. xvi. ) . On a par ce moyen une transformée 
dont le premier terme eft intégrable par nçtre règle fonda- 
mentale. Le fécond terme eft le même qu'étoit la quantité 
avant la transformation , à l'exception qu'il a un coefficient 
différent , 6c que Texpofant de la changeante hors du figne 
eft augmenté ou diminué en proportion arithmétique. On 
fait fuf ce fécond terme la même opération que fur le 
premier ^ ainfl de fuite. ^ 
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LXX. 

Détaillons cette méthode en l'appliquant à notre formule Apoiiqtëe 

1 ®. Elle devient par la première opération {B)gx^'^^ dx ^^ ^ f 
^ax f '^ bx^^^X , & fuppofant m-+-^-+-i=» — î, 
on en tire q =3 - ^^^^^ ' • Je fubftitue cette valeur de q 
a fa place dans (B) > on trouve {A)^=i[C\ gx p-t:i 

ax p-hi ^ -H bx ppi J . 
2^. Je fuppofe z égale à la grandeur fous le figne , c'eft-J 

à-dire (D) 2=^^ jc j-i-i ^tx JT^TI : ce qui donne 

(£) 2 = ;c 7T7^ >< C^-H^jc"). Donc on a (F) z^"*^' 

m-i-np-t-t -% f 

-4- ^« — jH-, / . DifFéfentiànt (D) j'ai (G) <fz =^ 

{-jT-r} ^^ t^- ^^-^ { p-f. } ^^^nr ^j^. 

m-i- np-p 

Et par conféquent (H) * p^t dx ssi (/) /— 1±JLl.\ 

, f m-n-+-i -> a m-n-p 

3**. Je fubftitue dans le fécond membre de l'équation 
A^Cy la valeur (/) de (H>, & on a A= (L ) {-l±J-.\ 

^ m^ii-y r i7i-if-f-i /» -f- nj, -I- 1 -j P 

-^ a: p-hi dx X \^:c p-^i •+ bx ^-hi / • Ou 
iubftituant encore dans le premier terme de (L) au lieu def 
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ax p-Hi -4- ifx p-Hx / fa valeur 2^ prife de (♦)! 
on aura (^) = (iW) (^iiL_} ^^'rf^ _ (iV, 

- (M) {-;;,i±^} f ^^^ - (P) {£^^.} V' 

4°. Je cherche Tititégrale de cette Ration. Or je 
vois bien-tôt que la règle fondamentale me donne celle 
de la partie (M), je la prends & je trouve /(/^) gx*" dx 

^ %fx'^"'dx {a-^bx^'f. Je fubftitue dans <Q) la 
valeur de z^"*"' prife de (F), & j'ai f{A) gx"* dx 

(.^^.«)^ = (T) _f_ X f x^x---*' 






(.-^««Y _ (R) {^f^} î/«»"- d. 

LXXL 



(a^^*;^"/ 



Voilà le premier ternie de Tintëgrale quVm chetcfce. 
L'on trouvera tous les ïuivans à Tinfîni par de ficnples 
fubftitutîons. Le fécond ^ par exemple ^ fe trouve en met- 
tant dans (T) , & dans (/{) ^ à la place de m y m — »,& 
multipTiant par le coefficient de [K)y ce que donne cette 
fubfiitutioiu Ce fécond terme fera ( f^) — / ^""r"^' .-! 

I a III-4-I — iff -. p "f" ' 
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La raifon de cette opération eft évidente. Car nous ve- 

nons de trouver l'intégrale de {A) gx^ dx x {a^bx^) ; 
nous cherchons maintenant celle de IR) — r w - » h- 1 ^ 

x-^x^x dx X (^-f-^^v**) . En quoi différent ces 
deux différentielles? Si nous les comparons enfemble^ 

{w - »-f- 1 ^ a 

m-i-np-hi S h '^ ^ 

donc pour avoir Tintégralef dei? , il faudra fubftitucr dans 
celle àt A y m^^nz m'j ba multiplier chaque terme par 

{ m~if -Hi ^ a 

LXXII. 

Le troîfieme terme fe trouve par la même raifon 5 en 
mettant dans T & dans R^ m — 7.n au lieu de w , & mul- 
tipliant ce qui en vient par le coefficient de X. 

De la même manière on aura le quatrième terme > fie 
tant d'autres qu'on voudra de la fuite qui eft Tintégrale 

cherchée. Ils font chacun multipliés par ^(^-f-^:v ) ; 
ainfi il fuffit d'écrire ce Commun multiplicateur une feule 
fois au commçncetnent de la fuite# . 

LXXIIL 

Remarque i. On peut abréger rexprefflon de cette Moyen ja- 
intégrale. Pour cela 9 il faut i^ divifer le nuQiérateur-& le nr^on ^âi» 
dénominateur du premier terme y chacun par n ; ceux du h^foSo^»^ 
fécond terme par » * ; ceux du troifieme par w ' , fit axnfî 
de fuite* Cette opération donne aptes la rédu£Uon f{A} 
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g , , , n^t-^^ f r — î— 1 X m-n + t 

r m -H t - Il 1 -4- \ 

I (m-Mip-f I) (m-f-«p-f-i--it) I ^^ I 

^ If If -^ . ^ 

a?. Je fuppofe ;na^-is=r.- 

11 
ce qui donne ;• wH-i=ar». 

w4-i — »== r— r. 



If 
wH 1 — » = m — II. 



Je fuppofe encore ..:.;... r-+-/? ^ 



m^i — 2n = m — a». 

ou fw •+-»/? H- l j 
If 

ce qui donne m^np^ i — n = j — - 1 . 

If 

& m-4-w/?-t-l — ;2»=5= x--^ a • 

If 
3^ Je fubftitue r , r — i , r — 2 , &c, j , s — r , 

s — 2 y ôcc. à la place de leurs valeurs dans la dernière 

cxpreflion de Tintégrale , & on aura la formule fiiivante. 

Première fgx'^dx{a^bx'') pr:-^(aH-*;c*) '"*"* 

formule (>!.) , ^ ^„^„ 



de rimégrale x (—L— a? '^^ ^ " /.JiJlJL-l ^ -v. ''''"■*'* ^l- f ('^O (r^x) ^ 

des difflren. ^ U x . ^ ITTTITT} lï ^ ^ { A J) ( J} } 

tielles bino- «« m-j» v -^ * -^ jj 

mes qu'on 77 « '— &c. ) , OU bien en mettant pour mr-^n» 

peut rainener ' r ' ♦» > 

à gx*4* rn-^2n, & leurs valeurs /(^) b^X (a^^j^»^''*'* 



'^ LXXIVé 
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LXXIV. 

Remarque 2. Quand le fécond terme ^^'^ du bînome 



a-^-bx^ eft négatif, il faut changer dans la formule les 
jfignes des termes dans lefquels b a une dimenfion impaire^ 

LXXV. 

On peut avoir par la même méthode une formule d'în- 

tégrale de gx^ dx {a^bx^) , où les puiflances de la 
changeante x qui en diftinguent. Içs^ tptAies. ^yent pour 
expofans la progreflîon arithmétique m-^ i y m-^i -^n^ 
;7a H- I -f- 2 » , au lieu que ces expofans font dans la for- 
mule précédente m^i — n^ m^i -T-an^rri'^ i — 3 », 
&.C. L opération eft abfoluraent la même , que celle que 
nous avons déjà faite , excepté qu il faut fuppofer tn^q^i 

= — i , ôc non pas = n — f ; ce cqui donnera q src 
t î 

— mp — p . Après les fubftitutbns & transformations on 

P 

(a^bx^) ;on trouvera le fécond , troifieme , quatrième f 
Ôcc* terme de l'intégrale comme ci-deffus ( Art. Lxxi. ) • 

— r m -f- 1 -H nj> -H w J» JL x'" "*" "*"* •+• 
\(m-(-i).(n»-»-i-|-n)/ aa 

f ( m -hi-i-np-i-n) . (m-h i -hnp-htn) ) bb ^ ^m+i-hm g^^ V 

\(m-f-i ) .(m+i ■t-n).(OT-J-i-hi»)/ «' */ 
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On abrégera Pexpreflion de cette formule par le même 
moyen qui a fervi pour la précédente. On dîvifera le nu- 
mérateur & le dénominateur du premier coefficient chacun 
par — n^ ceux du fécond par — nx — », ceux du troi- 
fieme par — » S & ^^^^^ ^^ fuite.. Après on fera pafTer au 
dénominateur du multiplicateur commun une — it du 
divifeur de chaque terme des coefficiens. Enfin on fup* 
pofera .^....••^w-^^. ^ m^ i =z s 



W-H 1 



—P = 3— /^=ir 



tfoù Ton tire * • «. » » .^ « • m-f-i ^n = s — i ^ 

-If 

m^ ï ■4-27? = s 2 , &c» 

ic encore #•»##•• • • m-^i^np =z r 

- n 

m H- 1 -^np^n = r — i 

- n 

. »g"H i-H»/y^-2n = r — 2 , &C. 

Mettant ces valeurs à leurs places dans les coefficiens de 
Tintégrale , on aura cette féconde formule.. 

SeconJefoiw y _. . .~ 



mule(«)dê Z^-L V "*"*■'— /-_lli_\ A ^*"-*-^-^'' . f fr-i).(rw.t) -t 
l'intégrale de V *' l'C'-OJ '»« "^ !*.('- li.C*-^/ 
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Remarque 5, Si la différentielle binôme étoîc 

x^ dx {ax^-^ bx^^) ^il (eroit aifé d'en trouver l'in- 
tégrale par notre méthode. Il fuffiroit de préparer la diffé- 
rentielle ^ de manière que la changeante x ne fe trouvât 
qu au fécond terme : c eft ce qu on feroit par le moyea 
de la règle donnée , Article lx^ 

LXXVIIL 

Remarque 4. La même méthode nous donneroit la féconde 
aiifn deux formules d'intégration pour la féconde forme m-^mf^^- 

de la formule des binômes, gx^'^^^ dx [b^asi''^) ; a-hdx'^*)^ 
mais il eft inutile de s y arrêter, les deux que nous venons jes ^bîn^cs 
de trouver étant fufEfantes^ aeux'fo^'u^ 



les d'intégra* 
dotu 



CHAPITRE VI. 

Ohfervations fur les deux formules d'Intégration {\\ 

& {<•>) de la première partie de la méthode 

des hinomes, 

LXXIX. 

I^Ans nos ^eux formules , lorfque r, ou*^ — - dans la Cas dans le- 

"*"^ m_i_i_* , " . quel r eft un 

première 9 & "' dans la féconde, eft un nombre nombre en- 

" lier pofitif» 

entier poûtif ^ il eft évident que la fiika fera finie & exaoe > N'a point do 

^^ .. difficulté. 
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puifque r — i , r — 2 y &c, étant coefficiens des termes 
de la fuite , & r un nombre entier pofidf ^ un des coeffi- 
ciens & tous les fuivans feront = o . Donc la fuite aura 
autant de termes > qu'il y aura d'unités dans le nombre 
entier r. 
Cas plus dif- Mais (î j eft un nombre entier pofitif , alors le cas efl 

ficile , quand *• i- «i i 

leftunnom- pIus difficile : nous allons le développer, 

bre entier po- ^ - . /• i /j v 

^ûî. Commençons par la première formule ('*'). 

Expliqué 
d'abord pour 

la première ¥ V V V 

formule (>|.> L A A A, 

!• Lorf uc ^^' ^^ P^^ arriver que r ne foit pas un nombre entier 
/ étant un pofîtif, & que 5 en foit un ; car foit , par exemple , m= 2 ? 

fier po/îtif , r ;j = j j p— =i OU r^^> OU t^*^> OU &C, OH a f 
n'en cfi pas ^m^iVù^ î f ^ î ^ 

{^ } =T-^-f> OUf + f +1, OU ;.Hf-f.2, 

&c. = à un nombre entier pofttif , & en général Çi p=a 
^'"^"' H- ^ , en prenant q pour un nombre entier pofitif j 

On aura s l — h/? l = ^^-» i , 

Comme les termes dont le dénominateur eft égal à zéro 
Ibnt infinis y on pourroit croire que dans ce cas Tintégraie 
éft infinie : mais il y a une infinité de cas où cela n'eft 
point, l'intégrale dépendant de la quadrature d'une courbe ^ 
dans laquelle tant que x eft finie y laire de la courbe Feft 
auffi. Car foit comme dans l'exemple précédent, tn=^2.^ 

m P 

^=î> /^ = 7> on a ^^ dx.ia^bx"^) :=gx'dx. 
{a-^bx^)'^ y dont Tintégrale dépend de la quadrature 
d'une courbe dans laquelle (Art,XLvii.) rabfciffe étant x 
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Tordonnée e^ gx^ . a-^ bx^ ^ . Or il eft vifible que 
lorfque x = o ^ cette ordonnée eft = o , & qu'elle n*eft 
infinie que lorfque x elle-même eft infinie. Donc tant que 
X eft finie , Taire de la courbe exprimée par fgx* dx 

a-^bx^ ^ eft auffi finie* 

LXXXL 

La formule ou ferie (4') ne pouvant donc fervîr ^^i^s i^^^"emiere 

ce cas , il faut avoir recours à la ferie iU^) ou formule formule (-4.) 

^ "^ ' ne peut fcr- 

hx dx {e^cx^) de TArt. xï. en faîfant g =^ h ^"^' 

w = ik 

b ^ c 
n^ q 

a = p 

& fi dans cette ferîe le dé^nominateur de quelqu'un des 
termes devient == o , c'eft-à-dire (Schol. art. xii. ) fi -^9 
ou fa valeur ^ — y eft un nombre entier pofitif , on 
pourra trouver l'intégrale finie & exa£te de la différentielle 
propofée. Car puifque dans notre formule {^) hp 

eft (hypoth.) un nombre entier pofitif, & que "^^ ^^h^e^e^gZ 
aufli fuppofé un nombre entier pofitif > il Êiut néceflaire- ^on^^riaté^ 
ment pour que ces deux fuppofitions s'accordent que /?==« g^^^^* 
foit un entier pofitif. Or cela pofé on a (Article xi.) 
l'intégrale finie & exa£le de notre différcmielle. 

LXXXII. 

i*. Lorfque 
^ • ^ ^ XV} ^ ^ {'"IT" ^P} ^^^' ^^^ ^^"^ deux entiers 
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des nombres entiers pofîtifs y il eft vifible que p fera né« 
cefTairement ou un nombre entier pofitif ^ ou un nombre 
entier négatif < ^^^^^ • 
Premier cas Dans le premier cas r eft <Ci > alors la formule (+) 
cunedifficul- ne fait aucune difEculté ; car r étant un nombre entier 
pofitif plus petit que s , h ferie qui donne Tintégrale fe 
trouve finie & exade , avant qu on foit arrivé au terme 
dont le dénominateur feroit égal à zéro. 

D'ailleurs on peut réfoudre ce cas Amplement par TAr* 
ticle XI. que nous venons de citer« 

LXXXIIL 

Second cas Maîs fi /? eft un nombre entier négatif, alors r ^ j^ 
^difficile. ^^ & le dénominateur des termes de la formule (4-) devenant 
== o , avant que Tintégrale foit finie & exa£le , cette for- 
mule ne fait rien connoître* 

Le cas! préfent peut être repréfenté par (a) ^ ^ 

f 

où à caufe que p efl: négatif, faî mis a^^bx^ au déiio« 

minateur. Parce que — ^ ==»'> on z (a) = ■ =3 

* — SES . Soit mainteisanc 

I Art. XVI.) tf-t-^«"«2, onatira «" — flf ; x'^^dm 

^1^'^^ ={— } i& enfin .p 
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r c(l ( hyp, ) im nombre chtier pofitif , r — i en fera 



-r — 1 



un ; par conféquent pour avoir l'intégrale de ^^^ — -■ — ^ , 

il ne faut qu élever z — a à la puiflance r — i , & mul- 
tiplier chaque terme par — pour en prendre enfuite Tinr 
tégrale. 

Or comme /? C^YPO eft < r> il s'enfuit que p ne 
feuroit être que tout au plus ==sr — i } 6c comme la 
puiflance r — i de z — ^ doit contenir toutes les puiC- de ^eifii^in 
fances de z depuis z^"^^ jufqua z° inclufivement > il dépendra^^de 
s'enfuit qu'il y aura quelqu'un de ces termes dont la mul- ^^eThypetbZ 
tiplication par -y réduira la diflférentielle à 1-î que nous ^^* 
avons démontré dépendre de la quadrature de rhyperbole«* 

LXXXJV. 
Je pafle à la féconde formule ( « ) . Cas Jf f^ 

r m-h i ^ y "" nombre 

Dans cette formule (i 5 i \ eft égale à un nombre entier pofîdf, 

t """ J ^ expliqué pour 

entier pofitif , elle a le même inconvénient que nous la féconde 

1 t i* . /* fbtmule («) 

venons de remarquer dans la fene ( 4- ) pour un cas fem- de rintégraie 
blable ( Art. lxxx, ) • Dans ce cas au lieu de faire iifage ^' °^^** 
de cette formule (»)| on peut employer la ferie {Hf^) f^^^^^^^^^^ 
en fe fervant des remarques que nous avons faites fur 
cette ferie ( Article xiu & fuiv. ) • 

On pourra auffi fe fervir de la formule ( + ) qui ne fera i^ x étant 
aucune difficulté , à moins que ^"^ ^ •+- /? ne foit un enrieTpo/îtTr, 
nombre entier pofitif; mais en ce cas on remarquera que pj^"^ ^' 
puifque (hyp. ) ^r~ ^^ un nombre entier pofitif, ôc que 
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*" "^ ' -h /? en eft auffi un , il faut que p foit entier pofitif, 



n 



& alors il n y a plus de difficulté pour trouver l'intégrale. 

LXXXV. 

i\ r 8c s Si dans cette même formule r & 5 font tous deux des 
deux entiers nombres entiers pofitifs & que r <Zs ^ alors on peut fort 
poius, .j^.^^ fe Servir de la formule («) . D'ailleurs p eft alors un 
nombre entier pofitif , & l'intégrale par conféquent fc 
trouve aifément fans le fecours de la formule. La preuve 
en eft la même que pour le cas femblable de la formule 
(^^) ( Art. Lxxxii- ) . 

Mais fi s {—} eft < r |^2iL — ^ j. , <:e quî 
rend /? =?= à un nombre entier négatif , alors la formule 
( w ) ne fait rien connoître , 6c il faut avoir recours à une 
autre méthode pour trouver l'intégrale. 

LXXXVL 

•M I i T 

Puifque —^ — == ^ 9^^ je fuppofe être un nombre ea- 
tier pofitif, & que p eft (hyp.) un nombre entier négapfj 

il s'enfuit que la différentielle, x^ dx .{a^bx^) peut 

être repréfentée par ^ . Or fuppofons (Art.XLïii.) 

X = — ,ona:v rfA?= — — - — ; & »; 

(« + **") 

= X • p = : comme p 

& 5 font des nombres entiers pofitifs , il eft aifé d'avoir lin- 

tégràle en cette forte, 

3oit 
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Soit i>~\-au==:z, on a u = ——, « » 



z^ a^-^'z^ 



férentielle dont l'intégrale eft facile f parce que /?H- j— t 
eft un nombre entier pofitif ; & il eft aifé de prouver qu'il 
y aura quelques termes de cette intégrale qui dépendront 
de la quadrature de l'hyperbole^ 



CHAPITRE VII. 

Seconde partie de la Méthode des^ différentielles 
binômes comprijes dans la formule 

gx dx . (aH«Dx ) . 
LXXXVII. 



C 



Ette féconde partie renferme les diflFérentielles dont coadentieg 
l'intégrale fuppofe la quadrature ou la reétification J^^f" 
d'une courbe. ^^^^ 

De la formation des deux formules précédentes, on peut ^^y^^^ ?** ^ 
en déduire deux autres pour trouver les intégrales finies ^'««e courbe, 
des diflFérentielles binômes que la première partie de la 
méthode ne donne point. Pour cela on fuppofe données auffi ^deux"^ 
les intégrales de quelques difFérentielle« binômes , lorf- ^^SSÎ'*''^ 
qu'on n en peut avoir d'exaCles par les formules qui 
précédente 
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Ces deux formules font aifees à trouver par notre prc* 
miere transformation. On fuppofera pour abréger u^=g 

K {a^ ùx ) ,&on écrira dans chacune des formules 
(^l-) & (w) de la première partie , non -feulement les 
termes qui font chacun une intégrale ^ mais on écrira 
aufli en parenthefe pour les diftinguer ^ chacun dans leur 
rang, les autres termes qui ont fait découvrir les précédens^ 
& qui ne font marqués que par /qui veut dire fomme. 
Ces termes affedés du fîgne / étant fuppofés donnés y 
Tintégrale fera exade, 

Lxxxviir. 

Ce procédé nous donne les deux formules fuivantes*- 

Première formule (" a ) de la féconde partie dt 

la Méthode. 

Premier terme de Tintégrale. 

(<f:)delapre- ' A 

lAiere partie { r m-f-i-» ■> 4 - "*"" j / . z. « x-*^ ^ 

Second terme de l'intégrale. 

{ m-^i ^n ^ r i "^ a w« -#- i — 2 » 

B 

Troineme terme de l'intégrale. 

^ »;c'""*"'*^* ( r (m-Hi->i) . (m-f-i>2») y 
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c 

rn-^^+nf.^n i'—fS^ dx.{a-^l>X ) - &C. 

Seconde formule ( x ) ^i? /<z féconde partie de la. 

Méthode. 

Premier terme de riiitégrale. R^ponaanw 

JgX dx . {a^bx )- = (X) ;;r:^rT ^^ (cHelaprc 

3 xnicie partie* 

Second terme de l'intégrale» 

T'» •+- ï ) . ( iîi'h- i"-H «"l ^ 17 ^ ^ \ 

b 

Troilîeme terme de l'intégrale. 

a* \ (m-+-i) . (;wH-i-i-w) 

C 

On peut continuer ces deux formules tant qu'on voudra ^ 
les termes qu'on voit ici fufïifent pour cela» On peut aufli 
abréger les coefficiens j en donnant à r & à i les mêmes 
valeurs que dans les deux formules de la première partie* 
Nous les avons laiffés ici tels que la féconde partie de 
notre méthode les donne immédiatement^ afin que les 
commeni^ans viiTent clairement la formation de ces deu^c 
formules. 
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Avant de faire voir l'ufage de ces formules y il eft né- 
ceflaire de donner quelques notions préparatoireSr 

Notions préparatoires a V application des formules 
de la féconde partie de la Méthode. 

LXXXIX. 

Nous avons déjà fait voir qu'une différentielle qui n a 
une diflircn- qu'une changeante pouvoit être regardée comme l'élénient 
réiémenr"de ^^ 1^1 quadrature d une courbe ; c'eft pour cela que dai s 
ou3ela?eS- le cas des deux dernières formules on dit que Tintégrab 
^^^, ^'^* dépend de la quadrature d'une courbe , & que cette qua- 
drature étant fuppofée on a l'intégrale finie de la diâPéren- 
tielle. 

Comme le cercle & les ferions coniques font les plus 

*nL>e'''^awc ^ï^pl^s des courbes , & quelles font plus familières, parce 

îuJl^q"J*onîcs ^^"^ ^ y ^^ P^"^ appliqué qu'aux autres , c eft d ordinaire 

applique. à tgm- quadrature ou à leur redification , fuppofées con«- 

nues , qu'on réduit les intégrales des différentielles qui ont 

pour intégrale quelques termes d'une intégrale exaûe ^ Ôc 

pour dernier terme l'expreflion de la quadrature ou de la. 

redlifîcation d'une courbe. 

xa 

\iT£^^^<x\ ^^ formules (a) & (x) font connoître quelles font 
indiquent les les différentielles qui font dans ce cas , & font trouver les 

«lifférentielles 

qui font dans intégrales de ces différentielles. Pour le concevoir claire^* 
ce cas« 

ment , il faut avok bien préfens les élémens de la quadra- 
ture fie de la reâifîcation des feâions coniques» 
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Nous allons donner ici une Table de ceux qui fe rap- Métho«!o 

p pour trouver 

portent à notre formule générale gx"^ dx . {a-^rbx^) , ^^^ ferions 
& la manière de les trouver. Nous pouriions renvoyer à ^^'^^î"^^. 
d'autres livres où elle eft expliquée ; mais il fera plus com* 
mode pour les leâeurs de l'avoir icir 

XCL 

Problème i. Trouver les élémens de la refllifîcatioA i*. Ceux dé 

w 1 /* o- • leur reâifica-' 

du cercle & des lections coniquesr don. 

Solution. En nommant u lare de la courbe dont 
on cherche la longueur, du marquera chaque partie infi- 
niment petite de cette courbe ; fuppofant de plus dans les 
courbes dont les ordonnées^ font parallèles, qu elles foient 
auffi perpendiculaires aux coupées x , il eft évident que 
chaque petit triangle dont du tA l'hypothenufe , dx &c 
dy les côtés, eft toujours reÛanglej par conféquent on a 
pour la reftification du cercle âc des fedions coniques, 
cette formule générale r 

du = V^.dx^'^dy.'' 



XCIL 



Tormule 
pour cette te^ 
âification. 



Lorfqu'on veut trouver la longueur d*une courbe ou u%e de 
d^une partie de cette courbe , il faut chercher par Féqua- pourconS^i^ 
tioi^ donnée de la courbe la valeur de ^^* ^^ Xy dx^ dx*,^le **ccs élé^ 
ou la valeur de ^^ * en )^ , dy^dy^-, fubftituer lune ou "^'^* 
l'autre de ces valeurs dans la formule , 6c alors elle fera 
changée en une quantité qui n'aura qu une feule inconnue 
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avec fes différences , & qui fera égale à rf»* Ce fera 
Téquation de la re£tification de la courbe : fi cette équa- 
tion eft intégrable , la courbe eft redifiable ; autrement 
clic ne l'cft pas. Soit, par exemple, xx — aa^^^^^ } 
équation aux diamètres conjugués de Thyperbole > on a 
_ p^r^7[ZIÏEl , donc dy = // "^^ ; i dy* = 

-T — :-^7 . Donc mettant dans la formule pour dy* cette 
valeur , on a ^» = ^;c v^ i—^ — r^^ -4- i \ • C*eft l'é- 
quation pour la rectification de l'hyperbole. Il en eft ainfi 
des autres. 

Par cette règle on conftruit la Table fuivante* 

Table des élémens de la rectification du Cereh 
& de la Parabole. 

1*. En fuppofant le rayon du cercle cr & prenant Torigine des coordon* 

r.ées * & > au centre du cercle , on a jr = J^ r r — jr jc ; donc 

du-rdx. {rr- xx)""^* 
i". En prenant l'origine des coordonnées au (bmmet , on a > s "kxtx *»jry; 

donc du = rdx • (ir*-**)"»* 
3\ Dans la Parabole on a , comme on le fait, y-Vfx; donc du s 

^"" ^^ . (fx-^j^xx)^ . 

X 

On trouve les autres par la même méthode ; mais comme nout Tavoiis 
déjà remarqué , nous ne mettons ici que ceux qui fe rapportent à la 
formule générale des binômes» 

On pourroit joindre à cette Table les élémens des ara 
de cercle par les Tangentes & par les Sécantes que nous 
avons donnés dans rintroduûion ^ Articles xli» 6c fiiivans» 
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XCIII. 

P R o B L F M F. 2. Trouver les dlémens de la quadrature t», Ceuxde 
du cercle 5; ies f>xlions coniques. ^^^l ^'^"- 

SoLUTioN. On doit rapporter à deux cas la connoif- j. r .. 
fance de lalre des courbes. Le premier comprend celles ft'ngwrdeux 

CES* ° 

dont les ordonnées font parallèles ; on les fuppofe perpea- 
diculaires aux coupées , afin que les élémens de Taire 
foient de petits redangles. Le fécond cas renferme les 
courbes dont les ordonnées partent d'un même point , & 
leurs élémens font de petits triangles y dont chacun eft 
compris entre deux ordonnées infiniment proches ^ fie a 
pour bafe une partie infiniment petite de la courbe. 

Il y a des courbes qui peuvent appartenir aux deux cas,^ 
comme font le cercle , lellipfe 6c plufieurs autres fembla- 
blés. Car en fuppofant dans un demi cercle 6c dans une 
demie ellipfe les ordonnées infiniment proches perpendi- 
culaires à l'axe y les élémens feront des re£tangles ; 6c en 
concevant du centre dans le cercle 6c dans Tellipfe des 
rayons infiniment proches terminés à la courbe ; 6c encore 
dans l'ellipfe concevant d'un des foyers des rayons tirés 
à l'ellipfe , les élémens font de petits feûeurs. Cela pofé. 

Premier cas. En nommant les coupées y^JÎ, x , les i*. Courbes 
ordonnées BCyy ; concevant une autre ordonnée bc àonnéts font 
infiniment proche de JBC, la différence Bb {dx) de l'abf- ^* 
cifle fera la largeur de CBbc qui eft l'élément de Taire ^^S^^^ ^' 
ACBy Tordonnée y fera la bafe de ce petit redangle 
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Formule _, p^j. conféquent ydx . Donc nommant Taire entière 

pour ce cas. r ^ -^ 

ACB^ E , on aura dE=^ydx. Ceft la formule pour le 

premier cas. 
%\ Courbes Sccond cas. Suppofant que. tous les rayons partent du 
d^néerua^- ^ême point By les deux rayons BC, Bc étant tirés in- 
^^oint " "*^"^^ fiiiiment proches , formeront le petit triangle CBc quieft 

Téléntent de Taire de la courbe. Tirons du centre B avec le 

Figure f . 

rayon BE un petit arc Cd=dz9 qu on pourra prendre pour 
une petite perpendiculaire menée du fommet C (lir la bafe 
Bc (f) du petit triangle CBc ^ il eft évident que Cdx 
{ BC = j^tdz fera Texpreflion du petit triangle CBc; 
Formule nommant donc e Taire entière, on a d ^ ^=ritdz> pour 
cond c^. ^' la formule du fécond cas. 

Ufage de la première Formule d E = y d x . 

Ufage des ^^^ ^^ nioycn de Téquatîon de la courbe dont on cherche 

fe?^&^n- ^'^'^^^^ ^^ ^^^^ prendre la valeur de^ en^: , ou celle dex 

«es. en^, fubftituer cette valeur dans la formule précédente | 

enibrte qu elle ne contienne qu une feule inconnue avec 

fa différence. On aura alors Télément de la courbe laquelle 

eft quarrable , fi la différentielle qui exprime cet éljément 

eft intégrable. 

Ufage de la féconde Formule d « r=i.tdz; 

Si on prend Tori gine de x & de ^ , au point C ; on 

aura BC ou t=*^xx^yy ; &L dz = ^du* — 3f7* : 

or du^ = ( Article xci. ) dx^ ^ dy* ^ donc^ dz «i 

y^dx*^ dy^-^df^. Donc mettant pour j/ (a valeur en xp 

çn 
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m aura la valeur de r ^ en jc > celle do dz en dx ^ & 
:elle de j^tdzp en ;c £c en dx. 

XCIV- 

Par cette méthode on conftruit la Table fuivante; 

Vable des élémens de Vaire du Cercle & des 
Serions coniques , qui fe rapportent a la 

n P 

Formule gx dx.(a-Hbx ) . 



Torigine des co- 
s cA au centre du 



(êgment de cercle 

s 

rr ^ *x) » . 

(èdeur de cercle 

e Torigine des 
ices eft au fbmmet 

(êgment de cercle 

1 

(èâcur de cercle 

\ABOLE. 

ent de l'aire de 
•beeftdx.(p*)i, 
hit ( Art. II. "\ aue 
î eft j p * X a 
Parabole eft ^uar- 



-ELLIPSE. 

i%D'unfeaeurd'ElUpfe 
les coordonnées ayant 
leur origine au fommet 
de l'axe* 

ifl »dx. (xapx-pxx) ». 

1^ D'un fedeur d'EUipfe , 
les coordonnées ayant 
leur origine au centre 
de la courbe. 

V aafdx . ( 2 « *f - lafxx) " 



HYP ERB OLE. 

Lorfque Torigine dzs coordonnées eft au centre de 
la courbe* 

i'. D'un fegment d'hyperbole équilatere par rapport à 

fon premier axe m • • • dx . (**-tf4)». 

1®. De la même par rapport à fon fécond axe* 

^*.(*X-f-/l4)». 

j". D'un fegment d'hyperbole non équilatere par rap- 
port au premier axe» za^"^ dx .{fxx^aap)"^» 

4**. De la même par rapport à fon fécond axe. 
ib^ * dx . (nxx ^ nbb)'*. 

ç**. D*un fedeur d'hyperbole équilatere pour le premier 
axe { aadx • {xx-aa) ^* . 

6"*. Par rapport au (ècond axe • { aadx .(aa-hxx) * • 

7*. D'un fedeur d'hyperbole non équilatere pour le 
premier axe • • f aaf:ix • ( lafxx - la^p ) "" » • 

S"*. Far rapport au (ècond axe. 

.... ^bbndx . (xb^TT -^ zènxx)' 

p*. D'un quadrilatère hyperbolique par rapport i 

Tafymptote dx . (i±x)^^ , 

Lorfque les coordonnées ont leur origine au fommet. 

10**. D'un fegment hyperbolique» dx . / tfpx-4-pxy \ ». 

^ a ' 

1 1 **. D'un fedeur hyperbolique. <iix . ( «Jf -H 4** ) ' 

4 



M L 



.-1 
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COROLLAIRE, 

L'élément de la redification de la parabole eft y comme 
on l'a vu dans la Table précédente , — V fx-\-^xx : 
multipliant haut & bas cette différentielle par ï^/jx -H 4**» 
.,. p..^,-.4>x^> ^ fJ. + ^.i. j l'intégrale eft 

tlîl±lll}^f-^^ Or cette dernière diïfé. 
rentielle dépend de la quadrature d un feûeur hyperbolique 
dans lequel les coordonnées ont leur origine au fommety 
donc la reâifîcation de la parabole 6c la quadrature de 
rhyperbole font la même chofe. 

xcv. 

Obfèrvatîon REMARQUE. On remarquera dan S CCS élémcns plîi- 

précédentcsr ^^urs fortes de différentielles : les unes qui n'ont la 

changeante x qu'au fécond ternie du binôme fous le fîgne^ 

font toutes réduites à la différentielle générale gx^ dx m 

Les autres contiennent la changeante x , au premier 
terme de la grandeur fous le figne y 6c ont befoin de pré- 
paration pour être ramenées à Texpreflion générale de 
notre formule. Nous avons appris ( Article LXiv. ) à faire 
cette préparation. 

Toutes ces chofes entendues , nous allons &ire voir 
Fufage des formules (a) ôc (x) pour connoître les diffé-- 
rentielles dont les intégrales deviennent finies en fuppofanc 
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Ips quadratures ou les reâifîcations des ferions coniques ^ 
& pour trouver ces intégrales. 

Application des Formules (^) (S' (x) t/e la féconde 
partie de la Méthode. 

XCVL 

• Pour avoir la difFdrentîelle la plus fimple dont l'intégrale l^ De la 

^ formule (A) • 

dépend de la reûification fuppofée d'un arc de cercle , mar- 

^^ I 

<jude par {a) frdx x {rr — xx) », il faut fuppofer « ; 
que dans la formule (A) {^) fgx'"~'* dx , (a-hbx")^ "^P^*- 

I 

eft {x) frdx .{rr — xx) »; mettre au lieu de ^, a, 

bf^i p t leurs valeurs prifes de ( » ) , 6c ne laifTer d'indé- 

terminée que m, on aura {^)^=rx dx. {rr — xx) "■ : 

m — 2=0 nous donnera m = 2 . U faut mettre à pré- 

p 
fent dans la différentielle générale gx"^ dx .{a-^-bx^) $ 

les valeurs de toutes les lettres indéterminées , & on aura 

frx*dx.{rr — xx) * pour la différentielle la plus 

fimple que donne la formule ( ^ ) dont l'intégrale dépend 

de la rectification fuppofée /r;c^(ije . {rr — xx) * . 

Pour trouver à préfent l'intégrale finie de la différen- 

tielle rx^dx.{rr — xx) *, il faut fubflituer dans le 

terme ( 1 ) & (y^) de la formule (^) les valeurs des lettres 

_ I 

indéterminées prifes de rx^dx . {rr — xx) ^: g:=rj 
/w = 2, w = 2., a=:rr y b=^ — i y p=z — |; on a donc 
/rx*dx.{rr — xx) *" = — jrx^(rr — xx)"^ ^ 
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^rrfrdx .(rr — xx)"'^, C'eft l'intégrale derx*^dxi 

(^rr — xx) ^ • 

XCVII. 

Second Pqup j^YQjr la diflférentielle plus compofée d'un degré 

que la précédente , & dont l'intégrale finie dépend de la 
même retlification fuppofée d'un arc de circonférence f il 
faut fuppofer dans la formule (a) {B) fgx^^^^ dx é 

(a-i-bx"") ^^/rx"" dx . (rr-^xx) * j & failant les 
mêmes opérations que dans le précédent exemple ^ on 
trouvera que w = 4 , & que la différentielle qui fuit la 
plus fimple 9 dont l'intégrale finie dépend de la même 
redification , eft rx^ dx . {rr — xx) * ; effaçant le 
terme {A) de la formule ( a ) & mettant dans les termes 
il , 2 , B les valeurs des lettres indéterminées prifes de 
rx^ dx (rr — :v:c)*^*^ on trouvera fans peine que Ion 

intégrale finie eft — ^ rxK(rr — xx) "• — j r^ x\ 

i I 

(rr-^xx) "^ ^jr^/rdx.{rr — xx) *, 

XCVIIL 

Et en général, il eft évident, i^ que fi on met dans 
gx dx.{rr — xx) *" fucceffivement 2, 4, 5 & les 
autres nombres pairs pofitifs à la place de w , on aura de 
fuite toutes les différentielles que peut donner la formule 
(^), dont les intégrales finies dépendent de la re£lifica- 
tion fuppofée donnée d'un arc de circonférence marqué 
par/r dx .{rr — xx)'^'^ ^ 
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i^. Qu*on aura Pintégrale de chacune en prenant autant 
de ternies d'intégrales de la formule (a) , que 2 fe trouve 
de fois dans le nombre pair qu'on prend pour m , prenant de 
plus le terme qui les fuit immédiatement & qui eft marqué 
par Tune des lettres A^ B y &c. avec fon coefficient ; & 
enfin fubftituant dans tous ces termes les valeurs des indé- 
terminées , prifes dans rx dx . {rr — xx) * > où au lieu 
<îe m on aura mis le nombre pair donné. 

Ce fera la même chofe , quand m = o ^ 

X C I Xr tion de la for- 

mule (X)^ 

Si on vouloit , avec le Père Reyneau , fe fervir de la 
féconde formule ( x ) de cette partie de la méthode ^ comme 
on a fait de la première (a) , on trouveroit en mettant "^ 
fucceffivement dans rx dx.{rr — xx) ^,au lieu de 
m les nombres pairs négatifs — 2^ — 4> — 6 y &c. toutes 
les différentielles que peut donner cette formule ( a ) j 
& on feroit porté à croire , comme le P. Reyneau Pa cru y 
que ces intégrales dépendroient de la redification fuppofée 
donnée d'un arc de cercle exprimé ipdxfrdx • {rr — xx) "^^ 

Mais en fuivant cette méthode fans reftridion , on Défautdela 

(èconde par* 

courroit rifque de tomber dans Terreur. Nous allons faire tie de la mé- 
quelques réflexions qui apprendront à s'en garantir» dente* 
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CHAPITRE VIII. 

Examen des différentielles qui , fulvant la féconde 

partie de la Méthode des Binômes , dépendent 

: de la rectification , ou de la quadrature du Cercle. 

a 



^^'^é^n^ in '^^ férentielles repréfentées par x dx .{rr — xx) 



i X . T A Méthode précédente nous laîffe croire que les dif- 
J J 

nombre pair ^ étant un nombre pair pofitif ou négatif , dépendent toutes 
jtê«i«bie ab- de la reûification fuppofée donnée d'un arc de cercle. 
Cependant lorfque dans la quantité précédente m eft un 
nombre pair négatif, ces différentielles ne dépendent point 
de la rectification du cercle p mais elles font intégrables 
abfolument. 
Dcmonftra- D É M. Pour le prouvcr , foit m == — a/ (/ eft un nom- 

tion de cette ^ m * «. i 

propofition. brc entier pofitif quelconque ) , on a^x' dx.{rr — xx) *" 
= :,f^^ ^ • • Je fais fuivant la transformation enfeignée 

(Art.XLiii.) Ar== — ; j'aurai dx = — "^^ . x^^ =s 

4/ , 

^—. y y^rr XX =:y rr-^jr^ —^ JL V UU tt \ & pOt 

conféqucnt on a — - / ^/ - = — ^^ du x îî — 



s en 
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:abfolument intégrable. Car en la rapportant à la formule 
(>|.),ona. f . • . • • • • w = 2/ — I 

w = 2 

donc = /*; or / eft un nombre entier pofitif , donc 

(Art^LXXix.) cette quantité eft intégrable abfolumentt 

CL 

c 

On peut encore s'en affurer autrement. Pour cela il n'y Autre ma 
ia qu'à fe fervir de notre première transformation, -f ^ - ^^er/ 

étant des confiantes , nous pouvons les laifler un inftant 
pour rendre le calcul plus fimple \ . Afin de faire fur 

• la première transformation , je la prépare aînfi : 

ti du u '' du tt ■' X udu . r * •/•/ 

- = ■ = ( on lentira ailé- 

ment Tefprit de cette préparation, en réflcchiflant furies 
opérations que demande notre première transformation. ) 
Soit à préfent uu — rr^=zz, on a «« = sz-4-rr; 
^ ^ (/"O ^ ( ^z-Hrr)^" ' , & Vuu — rr = z. D'ailleurs 
zdz=: udu: donc la transformée eft (s^-Hrr)-'"' dz,^ 
jqui eft aifément intégrable par la règle fondamentale 
( Art. XI. ) en élevant zz-^rr à la puiflknce / — i > 6c 
multipliant chaque terme par dz. 

CIL 

Mais afin qu'il ne reftc aucune difficulté fur cette pro- Contradî- 
locution ^ aous allons concilier une contradidion apparente rentes 
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qui pourroit embarrafler les commençans dans la pratiqua 

de la méthode précédente. 

En effet fi on jette les yeux fur la formule (y) de 

l'Art. Lxxv. on trouve Tintégrale do gx dx.{a^bx ) 
exprimée en cette forte. 

f^x^ dx .(a'-\rbx^^ == — L- X — a; Aa^^bx^) 

J Ci \ y m-hi a ^ ' 

Loifque .. ..;i. *...•*•.... «sa rr» 

b =: —I 
» = 2 

f — f 

& ......*.....»» = — 2/ 

qui eft le cas de notre différentielle ■ ^ cette 

intégrale devient celle-ci : f — ^-^ =?= — l — x -^ 

o J %f ^ — « ^zf^i rr 

-^'^^' (..-..)r_ r^4^y^% /-.x^-f-^-i.^ 

Si /= 1 , c^ qui rend --^ii = — 4^É=, la 

quantité f ~ devient f qui , comme 

Krr^xx yrr-xx 

nous l'avons vu , dépend de la reûification du cercle; 
L'intégrale entière de — ^^"^ paroîc donc dépendre 

«* V rr -^ XX 

de cette re£lifîcation ^ ce qui feroit contraire à ce que noui» 
venons de dire, 

CIIL 



Manière 



ISS ^**5 '^ f»"' °Wew« qu'alors le coefficient ^f^ qu^ 



multiplia 
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toultîplîc f ^* — devient = o , de façon que toute 

cette quantité s'évanouit : on a donc Tintégrale complète 
de — ^ exprimée en cette forte ^^ ^rr — xx . 

En effet > fi on prend fuivant les règles ordinaires la 
différentielle de ^^V rr — xx ^ on trouvera que c*efl 

précifément == . 

* * * Vrr-^xx 

Âinfî cette quantité différentielle ne dépend point de 
la reâifîcation du cercle y parce que les intégrales liées 
avec cette reûification , que l'intégrale de -"^— == 
paroît renfermer y font multipliées par un coefficient qui eft 
égal à zéro ; elles difparoiifent par conféquent dans cette 
intégrale qui relie finie > exaâe ôc indépendante de la reâi? 
iication du cercle. 

CIV. 

Si on fe fert de la méthode précédente du P. Reyneau Examen i\ 

1 • f i«rr^ • Il • r <fcs quantités 

pour trouver les quantités difierentielles qui le rapportent qui fe rappor- 
à la quadrature du cercle exprimée par fdx l^rr — x^y drature^^u^* 
on trouvera fans peine que toutes les quantités ^'^ ^* Siéc^Lr^"* 
l^rr — xx y ôc ^"^7"'^ , dans lefquelles m eft un ^*^*'^^^^' 
nombre entier pofitif , fe rapportent à cette quadrature* 
Examinons les cas dans lefquels cette méthode nous in- 
duiroit en erreur. 

i^ Pour les quantités x^ dx ^^rr — xxy il n'y a aucune 
aifficulté. Car on z x"^ dx Vrr^xx^ LllJ Lirir-J Û, 
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rr X dx x dx 



V^rr-xx rrr- 



dont les deux parties dépendent 
de la rectification ou de la quadrature du cercle (Art. xeviii.) 
2^. A regard des quantités -;; — , on a 

dx (rr-xx) rrdx dx j • 

-= j^ = —^ — > -— , dont la 

x^ y^rr-xx * Vrr-^xx * **"" y r r -- x x 

première partie eft intégrable abfolument y ainfi que nous 
Tavons prouvé ( Art. c. ) & la féconde partie left auffi ^ 
à moins que m ne foit = 2 ^ auquel cas elle devient 

— dx 

'T^ qui dépend de la quadrature du cercle. D ou it 

fuit que de toutes les quantités — — ^^—-' il n*y a que 



la feule diflférentielle x^^ dx^ rr — xx dont Tintégratioa 
dépende de la quadrature du cercle ^ toutes les autres font 
abfolument intégrables» 

C V. 

«■■ 

«•.pesdîffé- Suivant la même méthode fi on cherche les quantités 

renaeiles de- ^ * 

pendantes de dont 1 intégration eft liée avec la quadrature du cercle ex- 

Ja quadrature ^^ 

^ax cercle ex- primée par / — ^izzz: > on trouvera : 

primée par V^ax-xx /"♦" i j 

f ^^ 1^ Que les quantités > ^ ' ' fe rapportent à cette 

ystf^MM* r a^x 

quadrature , fi / eft un nombre entier pofitîf. En effet y 
fi on prend — == jc , on aura après les fubftitutions & 

transformations ordinaires * . ' "^ = ^ — x 



a/H-* . 
2.« -'^ dz 



V^TTi a^-^'V^ V7IZ 



zz 



,/-♦-' 



(Art. xcviii.)t 



qui dépend de la quadrature du cercle 
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a®. On croiroit auffi à la première vue > que les diflfér 
reiuielies - ^^ ^ ^.-^ =; dépendent de cette quadrature. 

Mais fi on rapporte ces quantités avec la dijQférentiellft 

générale gx^ dx .{a^bx^) , on trouvera 

n == 1 

'» = -/-T 
Donc i;i±l -;,=. /-+- i.~m -i.=r/. 

I 

Mais / eft ici un nombre entier pofiti£ Or par la formule 
( w ) quand —^ — /^ eft égal à un nombre entier pofitifi 
la différentielle eft abfolument intégrable. Donc les quan- 
tités ■ . ^ , "^ paroiffent en même temps intégrables 

èc dépendantes de la quadrature du cercle* 

Pour lever cette contradidion , foit ;c = — , on a Soiudon 



** , on a Sol 

contra- 



^ ' d'une < 



d X xzdz a^ y/ a Va ^ za dz didion appa-» 
■^ f-i-i ,yr — ~ ^ »/^i ^ ,y — x/tx rente 

quantité que nous venons de démontrer (Art. c. ) être 
jlbfolument intégrable. 

CVL 

Il y a encore quelques diflférentielles qui fe rapportent ^\ Des dit' 

^- , • t-n 1 rrdx ^ férenticllcs 

a la quadrature du cercle. Par exemple , ■ eft dont l'inté- 

X K XAf - r r grale dépend 

l'élément d^un arc de cercle dont r eft le rayon & * la 3e la quaJra- 

' turc du cerclo 

fecante. exprimée par 

rr dit 

En fuivant toujours la méthode du P. Rcyneau on trou- /" J^^^tt; • 

ireroit que les quantités _^1^^ & .^X^^,,,^ ^""^ 

Rij 
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lefquelles m eft un nombre impair pofitif , fe rapportent 
à la différentielle V & dépendent par conféquent 

de la quadrature du cercle. 

1^. Les quantités ■ ^ ^^ , , lorfque m eft un nombre 
impair pofitif , font abfolument intégrables par la formule 
{^) de la première partie de la méthode ; puifque dans 
ce cas HlLl eft égal à un nombre entier pofitif. 

a^. Pour ce qui regarde les quantités -^ ^ 

i». rr d X -^rrdz z x 

foit :v = — , on a _,. = • x -— x — _, 

* x'^VT^^r ** r*** tVtt^zx 



m—\ 



= -~—\ — ^* » différentielle qui dépend (Art. xcvii*) 

r Krr—zz 

de la quadrature du cercle , à caufe que m — : i eft ua 
nombre pair pofitif. 

CVII. 



4*. . Enfin On trouVeroit enfin que les différentielles *" di* » fir 

ies difRren- ^ rr-hxx 

S« '^de'îâ :,".,' ' ^*"^ lefquelles m eft un nombre pair pofitif, 

cwk'lJx^- fe rapportent à la différentielle ~~ que l'on peut voir 

'^^^rZ ( Probl. 2. Art. xciii. ) être l'élément d'un arc de cercle 

"■■*"**' dont r eft le rayon & a: la tangente. Mais on peut encore 

s'affuret d'une autre manière , que ces quantités dépendeni; 

de la quadrature du cercle. 

1*'. Pour réduire les quantités — — il à la quadrature du 
cercle, je fais rr-4-*jf = s2, & j'ai après les fubftitu- 
liions ordinaires JLlil = (--- rr)^zd z 
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évidemment de la quadrature du cercle. Car foît ^ par 
exemple ^ m =: 2 ^ on a 



(zz^rr) *> z dz ziz 



z' V zz^rr 1^ zz ^^rr 

dont la première partie s'intègre tout de fuite 



z V z z - 

par la règle fondamentale , fon intégrale étant \^zz — yt^ 
& dont la féconde partie dépend de la quadrature du 
cercle , ainft que nous venons de le voir dans l'article 
précédent. 

a°. A l'égard des quantités — ;;; ^ - ■ ■ , fi on fait — 

==2, après avoir pratiqué les différentes fubftitutîons que 

donne cette transformation , on les changera en - " * , ^ ■ : 
qui dépend de la quadrature du cercle ^ comme on vient 
jde le remarquer. 

CVIIL 

Corollaire i. De tout ce que nous venons de dire Reflexfoit 
dans les articles précédens , il s'enfuît qu'il ne faut em- (u?r"%e 
ployer la féconde partie de la méthode des binômes qu'avec ^^!^^^\ 
précaution. Lorfque cette méthode donne quelques dîffé- ^^ précèdes 
rentielles qui fe rapportent à la quadrature ou à la reâifi^ 
cation d'une courbe , pour s'affurer quelle n'induit point 
en erreur ^ il faut comparer la dififérentielie propofée avec 
Jies formules (>[.)& (w) de la première partie de cette 
même méthode , & voir par le moyen des remarques que 
nous venons de faire , fi fon intégrale prife en fuivant 
ces formules n'eft pas finie & exaâe. On remarquera aufH 
la grande facilité que donrtç^ç pour toutes ces opérations 
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les transformations que nous avons détaillées dans le Cha* 

pitre fécond i par Tufage continuel que nous en avons fait 

dans celui-ci. Il eft bon d obferver encore la manière dont 

quelquefois nous préparons les quantités pour démêler plus 

aifément ce qu elles font ^ & les rendre plus fufceptibles 

du calcuL 

C I X. 

Corollaire £. Il n*eft pas difficile d'appliquer la 
théorie précédente aux différentielles qui fuppofent la qua« 
drature ou la reâifîcation de Thyperbole ou des autres 
ferions coniques. Nous verrons plus bas en parlant des 
différentielles logarithmiques & exponentielles i & des 
fraâions racionelles y d'autres différentielles qui dépendent 
de la quadrature du cercle & de l'hyperbole. Nous traite- 
rons aufli féparément des différentielles qui fe rapportent 
À h reâifîcatloo de Teliipfe ôc de rhyperbole. 



C X. 



Corollaire 5. La différentielle * dépend de 
■j-^j^ > e étant un nombre entier pofitif ou négatif. Cette 
propofîtion peut fe prouver de la même manière que les 
précédentes. Mais nous ne nous arrêterons pas à développer 
ici ce cas qui dépend de la quadrature de ITiyperbole* 
Nous le traiterons plus bas à larticle des fraftions ratio» 
nelles. Paffons aux diiBférentielles trinômes^ 
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e ! 

CHAPITRE IX. 

application de la Méthode des Binômes aux diffé^ 

rentielles trinômes repréjentées par la formule 

gx dx . Ca-i-bx -i-cx ) ou 

gx *^ax.(c-+-bx -H^ax ) #• 

C X L 

SOît (Tabord pris la première forme de la formule dans r«. Pourler 
laquelle les expofans de la changeante fous le fîgne qui sainte- 
font pofitifs y on fe conduira à peu près de la même façon fuemenl^ "^ 
que pour les binômes*. On multipliera la partie hors du Le procédé 
iigne par jc^y & on divifera par la même quantité la le m^e q^uô 
partie fous le figne : cette opération donnera gx^ dx . ^^J[^^*^"*^^ 

a^bx -t-r* ) ^=gx ^ dx . {ax p-^tx p H-r 

111-2- ' 
ex ^ ) • Enfuîte Ton déterminera la valeur de q , en 

fuppofant m-+-^=ï ^— i & non pas m H- ^ =: 

an !-— i> ni m-^a =in f i. Car ces deux 

dernières fuppolitions pourroient former quelque embarras^ 

Celle do m^a =s ? i donne a= miZ 

£c fubflituant cette valeur de q dans Téquation précédente > 

elle devient ^ *•" </ AT . ( tf -+- ^* " -H f* * " ) ' = ^» F-*-» </* * 
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m -4-1 nt^np^n 4*1 

A préfent je fuppofe z=si axf'^^ '-h ix t-^^ 

'^ ex ? -+- * > je prends les valeurs de a ^ , de 
dzy ôcc. je fais les mêmes fubftltutions que dans les binô- 
mes , & je trouve d^abord : Premier terme de 

l'intégrale. 

A 

X ^/gx""^" dx X (a^tx"" ^ cx'-'')^ ^ 

/' B 

ir:rx s ^ ~^^^ {a^bx ^cx ) . 

Or dans cette expreflion j'ai déjà le premier terme de 
la ferie qui eft la formule générale de l'intégrale des 
différentielles trinômes : j'ai de plus le moyen de trouver 
4e fuite tous les autres termes par de Amples fubftitutions. 

ex IL 

Ainfi fi je veux avoir le fécond terme > je fubftîtue 
dans le premier terme w-+-w à la place de m dans A Sc 
dans B & leurs coefficiens : il me vient par ces fubftitu- 
tions trois quantités que je multiplie par le coefficient de y^ . ' 
Cette opération me donne le fécond terme de l'intégrale» 

Second terme de Tinrégrale. 
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» ■•■■■■'■• 

CXIII. 

Je paffe au troifîeme terme. Pour le trouver Je n'^tï 
fais 'qu'un feùl de J? Ôc de C, en rëduifant le coefficient 
de B au dénominateur de C ^ ce qui donnera 

' ■III I I p t ^ , n ■ ■ «J^ - ■ ■ •*T'^ 

E 

dx X (^a'-\^bx^ '^ cx^^) . Je fubftituc maintenant 
dan$ le premier terme dans yi & B , m^zn kh place 
de m dans les expofans ôc les coefficiens : puis je multiplie 
I^s trois quantités qyie cette opération me donne par le 
.coefficient de £ ; on aura en nommant pour abrégée k 
ie coefficient de £ • 

Troifieme tçrme de Tintégrale. 

F 
^.kJ r-^fjt-ritV X x^fg.x'"'^'"dx X (^H-^^^-4^ 

o 

(^H*^«'*»+-<'Ar*"A ,6c aiofi do fuite pour le quatriemej 
iBin(julemei 6(c. termes de^ette-fecie* 



ïj$ Tr4ite^. DU Calcul ium'oRAù 

CXIV. 

La même méthode nous donnera une formule pour la 
fecoridè forme de h formule des diflférçritîelles trinômes» 
dans laquelle les expofans de n font négatif» 

C X V. 

1^ Pour les Nous avoqs vu comment on trouvoît les intégrales 'des 

trinômes ^dé- diffère ntielles binômes qui dépendent de la quadrature ou 

Fa^qu^adramre ^^ ^^ redifîcation des ferions coniques ; on trouvera par 

ficatfon "d^*" ^^ ™êoie méthode les intégrales des différentielles trinômes 

fedions coni- ç^t^{ pçpyent auffi. s'y rappoftec. Nous ne nous y arrêterons^ 

pas ici. ififôus naus contenterons d'obferver que de même 

que l'intégrale d'une différentielle binôme fe trouve en 

fuppoftnt celle d'unç différentielle du même ardre y l'in^. 

tégr^lç^ d'uj3Le. trinôme- fe trouvera en fuppofant celle de 

deux ; Imtégrale. d'tme quatrinoMe fcj-t en fuppor 

fwt celle de trois ^ ôc ainfi de fuite;. 

CXVL 

* On formexolt de même des forn^ules pour les différent» 
tielles qui ont quatre , cinq , &c. tant de termes qu'on 
vpudra avec le? conditions précédentes. Les ledeurs font 
à préfent en état de les former eux-mêmes ; ils n'auront 
4'autre difficulté à effuyer que la longueur dii calcuU 
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C H A P I T RE X. 

Règles du Calcul Intégral des fractions radonelleS» 

CXVII. 

AVant d'entrer dans la théorie du Calcul intégral des 
fraâions rationelles , il faut fe rappeiier ce que nous 
avons trouvé ( Introduâiion Art. xviii,). que la différence R^ie gé,. 
dû logarithme d'une quantité, cl}'l^ différentielle de cette ^„i^.î?S 
quantité! <iivïféè par la quantité même":' d'où llfùit que '^^^Jt 
FintégraU d'une différentielle logarithmique , ejl le logarithme J^? ^^f^^^" 
de la quantité qui la divife. 

Ainfi l'intégrale de ~ e&.lx-^ P; & fi cette intégrale Application 
devient nulle, lorfcjue Jfeft égale à une quantité con- pi^" *^*°" 
(lante, a par exemple, on àur^/*==/'^, dohcP= — la» 
Donc alors /— t==: Ix -^ là =^ / — • 
• Eh ' fuivànt la même "" règle' 'an trouvera" /^^ =^ ^ 
ïx =i (Art'iy.) / — & T^JJL^ —Vlnh^^ l —^ 

■trxvïii. 

En général toutes lesfcis que le numérateur d'une fra- 
£lion eft la difFéccntielle même dii dénominateur ^ ou mul- 
tiple^ ou fous-multiple de cette différentielle , l'intégrale ^ 
fera le logarithme du dénpmin^tçur qu un.mulxiple ou ua 
ibus-multipie. -- . . - 

. Sij 
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^ zx dx 



Ain fi .l'intégrale de -^J'^ - eft / Çaa^^xx) ; celle 



dé -:' , eft / (a'-hx'). De même / 

a / (^^-4-;c3c), c'éft-à-dirc = l (aa'^xx)*\ f-^^-'^=^ 

^/{aa^xx) ou /(^tf-l-;^;^) * . Enfin/ - ^/''"'j^ > ^ .=? 

tf" ± x" 

€XIX-.- " '• "' 

Addition de AVERTISSEMENT. On. doit fe . fouvenir qtf en întéT» 

iioi^Tomple- g^^î^nt les différentieUes logarithmiques ^ il 'feMquslqucf^^ 

4cr;inicégra^ ajouter. une copftaate à rintégrale trouvée pour la rendre 

complette. Cette confiante fe déterminera par la méthode 

que nous avons donné ( Chap. III. ) ppur les diflférentielles 

ordinaires. . ., . n - ,. ^ 

■••••••.•"-■■ • ■■"■•■cxx:-: .y\ ■■' ; ■ 

s c H OL I E.. Il y a des cas dans lefquels l'intégrale des 
diâférentielles logarithmiques fie fe préfente pas audifacir 
lement que celle.des précédentes : fouvcnç mên^e on a 
befoin d*art & de préparatipn pour reconnpître qu une di& 
férentielle eft Ibgaritlimique. Nous allons traiter de ces cas 
en donnant les méthodes par lefquelles on intègre les fra^ 
ûions rationelles. 

a« tarons On entend par ffaaîon ratîônellè^ celle dont'le numé- 

raaoncUcs. j.^^q^^ g^ jg dénominateur font des quantités fans radicaux» 

Telles font , par exemple > 'ceïlés-cî ^^^^^^^J"^^; j^ 

hdx'+-cxdx 
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G XX IL 

Les plus fîmples des fradlions raiionelles font celles dont 
le dénominateur eff :c, enfuite celles dont le dénominateur 
eft x^a: nous avons vu plus haut comment on les intd- 
groit ; enfin celles dont le dénominateur eft xx +/a:H-^ : 
(bit que les racines foient réelles, ou. imaginaires , ou en 
partie réelles & en partie imaginaires. Nous donnerons 
dans la fuite des méthodes pour intégrer ces dernières.* 

G XX III: 

La difficulté fe réduit aux cas où la plus haute puiflance* 
du numérateur eft moindre que celle du dénominateur: 
car lorfque Texpofant eft plus petit dans le dénominateur, 
on peut faire la divifion jufqu a ce qu'on foit arrivé à- un 
refte qui foit dans le premier cas. 

En fuppofânt cette divifion faite , foit ce refte repréfênté 
par -^dx y M. Bctnoulli a donné dans les Mémoires 
de l'Académie 1702 , p. 28p > une méthode pour intégrer 
tes frayions rationelles. Nous allons d'abord là rapporter Expofîtîon- 

11 i> 1 / 1^/ -iwT •' delamcthode 

telle que nous 1 a donnée ce grarid Géomètre. Nous ajou- de M. Ber- 

/,» • g* â rr • »ii»ii noulli pour* 

terons enfuite ce qui eft neceflaire pour quelle ait la plus les intcgrcré 
grande généralité poffible. 

GXXIV- 

Problème i. Intégrer les différentielles -^ dx dans lef* 
cjuelbs/? àiq expriment des quantités rationelles compoféc$ 
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comme on voudra dune feule variable x & de conftantes; 
ou du moins les réduire à la quadrature de l'hyperbole ou 
du cercle , Tun ou l'autre étant toujours pollible. 

Solution. Soit p divifé par q , jufqu'à ce qu'on 
foit arrivé à un refte plus petit que q ; cette opération 
réduit la diflférentielle en deux parties , dont la première 
fera le quotient commenfurable venu de la divifion, & 
la féconde fera le refte de la divifîon , chacune multipliée 
par dx . Il eft évident qu'on peut toujours trouver l'in- 
tégrale de la première partie , puifque ce quotient ne 
contiendra dans fes difFérens termes que des puiffances de 
X fans aucune fra£tion. Il ne s'agit donc que de trouver 
rintégrale du refte qu'on fuppofe repréfenté par — d x 
{ a r &C q avoient quelque divifeur commun, il faudroît 
pour abréger les divifer par ce -divifeur. ) 

Je fuppofe — dAT = -—7. H — 1 — r H- &c, 

c'eft-à-dire, — dx égale à autant de différentielles loga- 
rithmiques que la plus grande dimenfion de x dans q a 
d'unités ; ^ , ^ , ^-^ de même que fy g y h y font des con- 
ftantes indéterminées , telles que x-^fy x-^,g^ x^h &c« 
foient les racines du dénominateur. 

Pour avoir les valeurs de ces conftantes indéterminées > 
il faut réduire la fomme -^-Ah- "r~^- ~r à un déno- 
minateur commun le plus petit qu'il foit pofFible , & il 
eft évident que la plus haute dimenfion de x fera la même 
dans le dénominateur de cette Ibmme & dgns ^ ; 6c fi la 
plus haute dimenfion de .v dans Iç numérateur furpaffçit 
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celle de x dans r , il faudroit fuppofer les termes qui 
manquent dans r chacuns multipliés par zéro. Par cette 
opération le numérateur & le dénominateur de la fomme 
auront le même nombre de termes que — dx. Cela fait, 
il faut égaler entr'eux les termes correfpondans tant des 
numérateurs que des dénominateurs de la propofée & de 
la fomme , ce qui donnera autant d'équations qu'il y a de 
Goefficiera indéterminés ay b y &c. Car pour les coefïi- 
cîens f y g y h y ils feront connus en remarquant que ces 
coefficiens font les racines du dénominateur , & en déter- 
minant ces racines à l'ordinaire par les règles que donne 
la Géométrie pour réfoudre les équations : nous en parle- 
rons même plus au long dans la fuite. A préfent il faut 
fubftituer ces valeurs à la place des indéterminées dans 

— — j. H H- &c. & elles deviendront les diflféren* 

tielles logarithmiques dont on a befoin. 

On fait (Art. cxvu.) que -^^ ^ — H ^ font 

les différentielles des logarithmes de a;-+-/,. a'-4-^, ;c-+-/;. 
Ainr./,-ii-^+/,4f-^+/,-l^==/(^-+./) + /(«-^£) 

•4- / (X'+'k) . Donc/-^--^H -+- -^— ^ =z axl x^f 

«4- ^ X / x-^g + rx/A;-+-A = ( Art. vu. Introduâ:. ) 

a b c 

l x-hf -+- / x-^g -H / AT H- A . Donc parce que la 
fomme des logarithmes de plufieurs grandeurs eft égale au 
feul logarithme du produit de ces grandeurs ^ on a/— dx 

= IÇx-^f X x-^g X ;c-f-/; )• 
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x:xxv. 

Corollaire. On voit par-là comment les équations 
•diflférentielles rationelles , ou qiii parles transformations du 
Chap. IIL peuvent devenir rationelles , fe réduifent à des 
ëquatioTis exponentielles & quelquefois purement algébri- 
ques. En eflfet fi on fuppofe ^— = ^ , équation dont cha- 
que membre eft une différentielle femblable à celle dont on 
vient d'enfeignerà trouver l'intégrale , mais dont le pre- 
mier ne contient que la changeante x ^ & le fécond la 
changeante y , on peut en trouvant l'intégrale de chaque 
membre par la méthode précédente > réduire cette équa* 
tion en une autre purement logarithmique. En effet ^ foît 
pris X'àiY pour ce que les quotiens qiii réfultent de la 
divîfion de s par r , & de <r par e , ont d'abfolument inté- 
grable , c'eft-à-dire pour les intégrales de ce que ces 
quotiens ont d'abfolu & fans fra£lion , on aura en fuivant 

^ 4 b ' . f 

ce qui eft dit cî-delTus, X ^ l x-^-f x oc^g x y-f-A 

= F-h/^-4-9 X y^y X y-^^ &c. Si on prend à 
préfent Tunité par laquelle on conçoit que X ^ Y font 
multipliés, pour un logarithme confiant =/;î, la réduction 
des logarithmes aux puiflances donnera (Art. 2P&30 In^ 

trodu£lion ) cette équation exponentielle n x x-^f >ç 

^ ^ — -c Y . . ., . et r-^^Ç, ^^^K 

X'^g X x^h =z n xj-t-9 X y^y X y-^^ qui 
eft l'équation exponentielle à laquelle fe réduit la propofée^ 
Or cette équation peut quelquefois devenir purement 

algébrique f 
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algébrique , par exemple , lorfque X ScY font nuls y & que 
a^ b y ^y auffi-bien que a ^ € ^ » font commenfurables« 

CXXVL 

Voilà la méthode telle que nous Ta donné M. BernouUî. Examen de 
A examiner cette méthode en elle-même, on voit quelle j^ M.^^B^r- 
n'apprend à intégrer les fradions rationelles qu'en les rédui- "^^*' 
fant à des logarithmes réels ou imaginaires. Or il eft évident 
qu'il doit y avoir une infinité de frayions rationelles difFé- Défauts de 
rentielles qui font intégrables abfolument, d'autres qui font j"'® méthoi 
en partie intégrables abfolument, & en partie intégrables par 
logarithmes. En effet , prenez une fraûion rationelle finie 
telle que — ^ , fa différentielle , "" \ -r eft întégrable abfo- 
lument. De même foit prife la différence de — ^ -+- 

■ / , /. xxdx -^^ i axdx ^ X dx '- bdx -h aa dx j-rr/ 

/(A:-+.*),onaiira- (,.^,). x ->• + ^ * ^'^^ 

rentieile en partie intégrable abfolument ôc en partie in* 
tégrabie par logarithmes. 

D'où l'on voit en général qu'il peut y avoir plufîeurs 
cas qui ne fauroient être réfolus par la méthode de M. 
Bernoulli , au moins fi on l'employé de la façon que cet 
illuftre Géomètre l'a prefcrit. Pour mieux nous en con- 
vaincre , & fuppléer en même temps à ce qui lui manque , 
iaifons la remarque fuivante. 

CXXVII. 

Trois cas 
à diflinguef 

Remarque. Il faut diftinguer trois cas dans l'intégration dans rmté- 
jdo toute fraction rationelle. Car le dénominateur de U Ldions rar 

rp tioncUes. 
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fraûion rationclle peut avoir fes racines toutes réelles ou 
toutes imaginaires ^ ou en partie réelles & eh partie ima^ 
* ginaires* Examinons ces trois cas féparément« 

CXXVIII. 

Premier cns Dans le premier cas » lorfque le dénon^nateur a fes ra- 

où le dcno- . y 11 11 A j X 

minateur a fes cmcs toutes réelles > eltes peuvent être toutes égales, ou 

racines toutes . / t • / i « • • / t 

réelles, toutes mégales , ou en partie égales & en partie inégales. 
i\ Racines ^^* Lorfqu'elles font toutes égales , par exemple , quand 

réelles éga- ^^ a T-^ = , f\ x > Suivant la méthode prè- 
les, (^x-ha)' (X-+-4 ) . (x-f-^) ' * 

cédente , on fera , _/" ^^ = -^-^ -+- -~-^ ; en réduifant 
les deux membres de cette équation au même dénomina- 

- ,. ^_, dx. (m-^n)xdx , , , \ .. ^ ^ * 

Inconvénient teur, On a ; 77 = , _^ \, H ( WH-») X y _^ .; • 

delamctho-^ ^ C^H-^*. O^H^O^ / _ ^ (*-h0^ 

aedeM.Ber- Donc en comparant les termes correlpondans , m^n^=o 

noulli dans ^ . • r j* 

ce cast & w ^ -H « ^ = I , ce qui le contredit. 

On trouveroit la même contradidion fi on repréfentoit 
les racines égales par a;'" , ou par (;c -4-^)'". Il eft donc 
évident que la méthode de M. Bernoulli ne peut fervir , 
lorfque les racines du numérateur font toutes réelles & 
égales. Il eft aifé d'en fubftituer une autre. 

CXXIX. 

Car de ce que nous avons dit (Art. vu.) il fuît que 
lorfque le dénominateur de la fradion eft Amplement x^^ 
la fra£lion a une intégrale exa£le , & de même lorfque 
ce dénominateur eft {x-^a)^ ^ on en trouve aifément 
rintégration exade par notre première transformation ^ à 
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ifnoîns que dans l'un & l'autre cas la plus haute puîflance 
de X dans le numérateur ne fût m — i : car alors il y auroit 
une partie de la fraclion intégrable par logarithmes. Quel- 
quefois même la fraâion entière feroit intégrable par loga- 

-.• 1 ^^ xxdx -♦- laxdx -+- aadx . /* ^J î^ \ 

ntnmes , comme r — ; — r; qui le réduit a 

cette différentielle logarithmique ^^-^ « 

CXXX. 

2^. Lorfque les racines du dénominateur font toutes z\ Racîne» 
réelles inégales j qui nous affurera que la méthode précé- iç^ * "* ^^ 
dente ne donne pas la même contradiflion que ci-deffus ? 
Il faut donc avoir recours à une autre méthode pour ne 
pas marcher en tâtonnant. 

CXXXI. 

3^. Soit propofé d'intégrer ;. Z/^; - ^ : fuivant la mé- réluesenîTa^ 

dx fdx ^^ égales & 

thode de M. Bernoulli on fuppofera = H en partie iné- 

, ,, *^t X ' .{x-ha ) X irales. 

7^ H- — ^ , ce qui donnera en comparant enfemble 
les deux membres de cette équation : 

fxx '+*fax / \ fxx '+'fax 
^gxx -^gax V- = I . Donc J '+'gxx ^gax y — 1=0; 
*4- hxx y / -+- hxx 
d'où Ion tire i"". fxx ^ gxx -+- hxx = o^ c'eft- à-dire 
jf-t- ^-4-Â = o; 2"". fax ^^ gax =i o y c'eft - à - dire 
f-^g = o ; 3°. — I = o , ce qui eft abfurde. On trou- jc m. Ber- 
,vera la même difficulté fi on veut intégrer par la méthode "^"g * ^^^^^"3 
de M. Bernoulli r-r-r^ TT- Voilà donc le même Ji^^[^ ^^' 

^X'-i-a) "• X i^X'i'b) ' ce cas. 

Tij 
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inconvénient que dans le cas des racines réelles touMs 

égales* 

CXXXIL 

Nous allons faire voir d'abord que dans le cas des racfncs 
réelles toutes inégales , il eft toujours poflible de trouver 
chaque coefficient ; nous ferons voir enfuite ce qu'il faut 
^ire dans le cas des racines réelles ^ en partie égales ^ & en 
partie inégales y & enfin nous donnerons la méthode pour 
[ trouver les cocfficiens des numérateurs dans tous les cas. 

GXXXIIL 

Expofitîon Problème 2. Intégrer une fradion rationelle difFé- 
méthodepour rentielle dont le dénominateur a toutes fes racines réelles 

le cas des ra- • / i 
çines réelles inégales. 

"^'^'- Solution, Soit J^^J""" ^^ - +?^^ 

la fra£Uon dont on cherche l'intégrale* ( La quantité m 
mife ici ôc ailleurs entre deux parenthefes y au bout du 
dénominateur, marque l'expofant de la dimenfîondu déno- 
minateur ou le nombre de fes racines ) .. En fuppofant 
x^a =y > on a jc =y •— a : mettant à la place de x 
fa valeur , on aura la transformée fuivante , 

<P^7"'' '^f^)^y dans laquelle 

on remarquera qu'aucun des divifeurs du dénominateur, 
excepté le premier y ne peut fe réduire à ^ ^ puifque par 
l'hypothefe ay b y c y Cy font des quantités différentes^ 
Je remarque maintenant que la transformée 
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(pj""' . . -^ <^) dy g^ 

1 . {y-a-^b) . (y-a-hc) . Xy-a-he) &c. {m) 

(Py""'" 4-g)<fy ^ 

££y , 

y . (y-a-hb) . (y-a^c) . ' y^a-i-e) &c. (^ m ) * 

Le premier membre de cette quantité a déjà , comme on 
voit , un fadeur de moins à fon dénominateur. Pour mettre 
le fécond membre dans le même cas je fais -^=s u^^ Qc 
ce fécond membre devient 
— ^àti ^ 

""•iri—u — } • { — z — } • { — û — } ^'»> 

^ gti du 

CXXXIV. 

Il eft donc évident que par cette méthode on transforme 
la différentielle donnée en deux autres dont le dénomina^ 
teur de chacune a un expofant moindre d une unité que 
.celui de la fraûion propofée , 6c qu ainfi pour intégrer une 
fraâion rationelle quelconque dont les fadeurs du déno- 
minateur font des quantités réelles ôc inégales ^ il ne faut 
que favoir intégrer la fradion précédente ; c'eil-à-dire celle 
dont le dénominateur a une dimenfion & par conféquenc 
un fadeur de moins i allant toujours ainfi en remontant de 
fra£lion en fradion > il eft vifible qu'on réduira Tintégration 
d'^ne fradion rationelle quelconque dont le dénominateui; 
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a fes racines réelles & inégales , à celle de la fra£lîon 
(impie -^-^ . Donc puifque cette différentielle eft une 
différentielle logarithmique , il s'enfuit que toute fraftion 
rationelle dont le dénominateur n'a que des racines réelles 
& inégales peut toujours être intégrée par logarithmes* 

C X X X V. 

Corollaire. Par la méthode que nous venons 
d'expofer dans le Problême précédent , il efl clair que 
l'intégration de •^^— ^ donne très-promptement celle de 

\x^a Ti^/^b) • c^Ue-ci donne de même celle de 

• r ^^r '.' T i'f ^ "*; 'i' ^ • Il eft donc facile de former par 
ce moyen une table pour l'intégration de toutes les fraûions 
rationelles dont le dénominateur a fes racines réelles & 
inégales. 

Pour intégrer une fra£lion rationelle particulière la mé- 
thode de M. Bernoulli paroîtra plus courte , mais celle 
que nous expofons ici a deux ufages : i^. elle donne très- 
promptement une table qui dans le befoin feroit très- 
commode ; 2^. on peut , ce femble , par fon moyen dé- 
montrer très - clairement la méthode de M. Bernoulli. 

Effeftivement nous avons déjà vu que toutes les fraâions 
rationelles dont le dénominateur a fes racines réelles & 
inégales font intégrables par logarithmes ; mais il refte à 
prouver que ces fradlions peuvent être réduites en autant 
de différentielles logarithmiques que leur dénominateur 
a de fadteurs différens. C'eft ce que M. Berhoulii s'eft 
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contenté de fuppofer faiis le prouver , & la preuve néaii- 
mpins en paroît d'autant plus néceflaire, qu'on a vu des 
exemples auxquels la méthode de cet illuftre Géomètre ne 
doit être appliquée qu'avec précaution. 

C X X X V r. 

Pour faire cette démonftration nous nous contenterons Dcmonftra- 

dun exemple. Soit .-^^ -r — r- la quantité a intégrer: thode de M. 

faifant par la méthode du Problème précédent ^ H- ^ :?= ^ , 
elle fe réduit à ^ ; ■ -v"^^^,! dont on voit que le 
premier membre a déjà un fadeur de moins. J'opère fur 
le fécond , je fais — = «• donc ^ = — , & dz=s 
— ^-^—^ . Subftituant pour z ai dz ces valeurs en « ôc 

(fa g ) . 

du y le fécond membre devient î^^ =: 

M-* yii ^ ^^f: ^ & en divifant haut & bas par aa^ =3 
uu Tt ' 

/ r \ du 
if a g) 

-j^ ^^^ r=, en multipliant haut & bas par uu y 

uu u 

(fa-^çr) du ^ ^^g^ ^^ divifant le numérateur & le 

aa -{- i^o — a ) u 

dénominateur par b — a ^ cette différentielle fe réduit à 

(fa" (3: "" du 

" ^ — , laquelle quantité a, comme on voit, un fadeur 



a a 

u 



b -• a 

de moins que plus haut. La fradion entière réduite efï 

{fa- g) du 



donc ——. -t- ^^"^ dont l'intégrale e^fl{z-^ 
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« -t- ^ ) -+• ^^^ l S ^ -+- » I = /en mettant pour z 

& pour u leurs valeurs x-^a & ~^\ f H^-^b)-^ 
llZl l {x-^-b) X ■ _^ '%, . / Or la différence de 



if y -— f^'^ê^ ^^ 



cette intégrale eft i^^^ .^.-^f, " Û^? x 

Donc la différentielle /* * "^^ *., peut être repréfentée 

par ^-^ -h -^— ^ . Il eft évident par. la nature de notre 

méthode, que la démonftration que nous venons de donner 

pour la différentielle fimple rJ^A'^/l^i,) s'appliquera 

aifément à toutes les autres différentielles plus compoféeSii 

Donc &c. 

CXXXVII. 

A préfent je paffe au cas où les racines du dénominateur 
Applicaûon (Jt^nt toutes réelles « font en partie égales & en partie 

de notre der- ^ ^ a *^ ^ 

niere mctho- inégales. 

de au cas des / d x 

racines réel- Ce cas peut être repréfenté par ^ * '- i 

les en partie dx * • (x-f-a) . (x H-^) &c. 

égales & en OU y Car ccttc demicre diffé- 

partie inéga- (x-i-a) . (jt-f-^^ • (x-f-c) &c. 

Us* jeutielle fe réduit a la première par la fimple transforma* 

tion de AT + tf en ^. 

CXXXVIII. 

Problème 5. Intégrer une fradîon ratîonelle dîffé» 
tentielle comme ''^'' "^"^^ "^^ ou 

X . (x-ha) . (x-i-b) &c 

( . '^'^ "^^'^ '^'^ dont le dénominateur a fes 

racines réelles en partie égales & en partie inégales. 

Solution, Si la propofée eft 'J^ -^K^ - 

PU 



I. P A R T I E. C H A P. X. lyj 

on la ramené au fimple cas de ^ "^ "^-^ "^ - f par 

* X . (x-ha) . (xH-^) Sec. ^ 

la feule transformation de x^a enz, deforte que toute 
la difficulté fe réduit à trouver l'intégrale de cette dernière 
quantité. 

Pour y parvenir on divifera le numérateur par x^ tant 
qu'il fera poflîble de le faire , c'eft-à-jdire jufqu à ce qu^oi» 
arrive à un refte où Texpofant de x foit plus petit que m j 
& la propofée deviendra par conféquent égale à 

Mx^""^ ^K) dx (Hx"*'' . , -^Q.) dx 

(x^a).{x^b).(x^c) Scan) , - . (x^) . (;,^) . (^H-c) &c. (m-hn/ 

ou en général à caufe que H peut être = o , 

(Ax^'"^ -hK) dx (Lx"" .4-^^ d^ 

OÙ Ton obfervera que r <Zm. Soit maintenant — == » , 

on aura x =s — , dx = : (ubftituons ces valeurs 

de :c & de dx dans le fécond membre : ( car le premîet 
dans lequel les racines font toutes inégales, s'intégre aifé- 
jnent par les articles précédens : ) ce fécond membre de- 

. 1 psu"" -^L) -- du 

vienara ^ , çi-^au. d^hu) . (i -^cuj &c. "^ 

UH • U • X ^p^— ^ 

m n 

M tê 



C-S u'' ^L) u'^'^'' du 

»''*"*. (H-«w).(i-f-^«). (i-f-c») &c. (w) 



v-fj—, ; — : : ; or à caufe 

^ . (i-+-au) . (i-hbu) . (i^cu) Sec. (n) 

que ( hyp. ) rw > r & que n eft au moins = i , il s*en- 
fuit que »'""*"'' fe dîvife par w*^"^* & que la quantité 

entière fe réduit à i-l\ , , \" ~ Y . . V'^ où 

(i-f-^M) . ( 1-+-CU . ( I -h au) Sec. (n) 

la plus haute dinieniion du dénominateur eft », & 7» -H 
w — 2 celle du numérateur. Or ni'+^n — 2 eft au moins 
jFs » > puifque m eft au moins ?» 2 : donc le numérateur 
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peut fe divifer par le dénominateur > ce qui produira un 
quotient intégrable. Donc la propofée peur être intégrée 
en partie» 

CXXXIX» 

Corollaire i. Il eft évident quîl y a autant de 
termes dans le quotient qu'il y a d'unités dans (m -4-» — 2) 
•— (»)-4-i=fw — 1; deforte que la diflférentielle 
donnée peut être repréfentée dans fon entier par 



\ 



Ax''" . . , . . ' -4- K) i» ""* 

«> . (*-h*) («-»-«) &c. (») 

-^ g^«-H{r.^]"i • • • \ • ' :t^'i\ ouenmettanf 

onur u fa valeur — ^^^^"'" -^k) dx 

pour n la valeur — , (^^^aj.^x^b) .(x^o&c.(») "" 

FJ* 2^* ^^* . Sdu Rdu f. 

gjy Cix D^y ^ Fdx G dst 

— f^ ^4^7^ àic. & à caufe que -4^^ ^ 

^ — rnm == (Art. cxxxv.) -4- —-7 &c. il s enfuit 

que la différentielle propofée peut être repréfentée pa^ 

Odx Gjix Fdx Ed^ 

**" * jTjr ****** y"****** *-f-a 

iiii .4^ i![il &c. ou plus Amplement enfin par 

C-Qx'*"''>Gy*'"^ > > > » ->F)Jx , Edx ^^ LJx , Ndx ^ 

CXL^ 

Corollaire 2. Donc fi on veut intégrer lafraûion 
^'^(^"h^) P^"^^^^^ dernière méthode, on fuppofera-^ 
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u du 

PB u f 6c elle fe changera eh ^~^ = j-^ — s^ 

ïi; JLj. J-j, ^ S-t-— / 

^""^I *■*! '*'^I S J*_^l 

a a a C J 



X I . 

— du — 'du 



^tl =s-.i!ÎH^Îj^ dont rbtégrale cft —-f 



a 



♦l./f-f =: — -ÎL^, -I- /{J_ + «} ; Mais fi oiï 

h« 

a 

•veut fe fervir de la méthode de M. Bemoulli , il faudra fup 

pofer ^-^i = ^1^ H^ ^"^""^^^^ i on déterminera 

les coefHciens de la manière que nous enfeignerons bien-tôt; 
enfuite on intégrera* 

CXLL 

Corollaire 5. Il fuit de ce qui a été dit dans le 
Problême & dans Tes Corollaires ^ que la fraâion efl en 
partie intégrable abfolument & en partie intégrable par 
logarithmes ^ lorfque le dénominateur a Tes racines en 
partie égales ôc en partie inégales. Ceci peut fervir d'éclair* 
ciflement à un endroit du Traité de la quadrature des 
Courbes de M. Newton 5 où ce grand Géomètre s'exprime 
ainfî : Si ordinata eji fraSiio rationalis irreducibilis cum deno^ Explicadon 

d'un paflago 

minatore ex duobus vel pluribus terminis compoftto , refohendus de Newton, 
ç/? denominator in divifores fuos omnes primos ; & fi divifor Jit 
aliquis cui nuUus alius eft xqualis f curva quadrari nequiu 

Vii 
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En efFet nous venons de voir que quand les racines font 
en partie égales & en partie inégales , ou quand elles 
font toutes inégales , l'intégration dépend des logarithmes 
ou de la quadrature de l'hyperbole, & que par conféquent (ï 
la différentielle propofée repréfcnte l'élément de Taire d une 
courbe , cette courbe ne fera point quarrable abfolument^ 

CXLIL 



fw 



Corollaire 4. Si la propofée effi 



'^1^, on pourra prendre 



(x-ha) .(*H-^) . (x-f-c) . (x-f-e) &c. 

C^^*""' > » - -f-G) dx r2«^2". h PWx , Rdx _, 

ill ^ &C. OU (B^-'^-'...^D)d^ ^ Rdx ^Jdx^ 

pour la différentielle qui doit repréfenter la propofée. On 
déterminera les coefficiens par la méthode de l'article cl. 
que nous donnerons plus bas. Voyons à préfent ce qu'il 
faut faire pour trouver dans chaque cas la valeur des coeffi- 
ciens du numérateur. Nous (uppoferoijs d'ans le Problême 
fuivant fur la détermination des coefficiens du numéra- 
teur , la fraâion débarraffée de <i a; , il eft aifé de la remettre 

après Topération.. 
r:' r. CXLIII. 

de M. Cotes Problème 4. Déterminer les coefficiens des numé- 
ner les coeSC rateurs dcs fradions fimples dans lelquelles fe décompofe 
mérateur des Une ftadion rationelle dans le cas où les racines du déno;:: 
Sies. '^' minateur font toutes réelles & inégales. 
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Solution. Soit cette fradioa rcitionelle repr^fentée x«, Lorfque 

jg B les racines du 

par Texpcfant e eft dénomina- 

L -+- Mx -+- N'x* -f- Px^ . . . . .-f- C/JT^ teurfomrcel- 

foppofé moindre que x, ULyMyNàic. font des quan- JnXgSj.''''^'^* 
tités données. . 

Je fuppofe L -f- Mx -*- Nx x ^ P x^ H- 

Ux =s o : je cherche les racines de cette équation qui 
dans le cas précédent font inégales. Soient ces racines 
lepréfentées' par ^-4-/x=; a ^ g^ hx^=^o ^ k^lx=:o 
&c. on aura donc L -^ Mx -H A'' a; * -4- P x ' 



•' • •- .* 



. ■ . ■ ■ 

Ux = e^fx . g^hx . k^lx &c. Je fuppofe enfuite 



" t-ri- + r:^. + &c. 



ce qui donnera / Comme tout le monde fait ^ :c ^ == y^ 
X g^hx X k^lx + B X e-^fx X ^-+- Ix -H Cx e^fx 
x^ + Aa: -H&c. Pour abréger foit^-t-A:c x k^lx = Q; 
e^fx X k-^lx == R; e-^fx x ^-f-AAr=i:^, & L -+• 

.iWjc -t- iV:^.V4- /^^^ H-t/x^ = /C; on aura 

;v =y^Q-+-JSR-HC5*-H &c* mais la fuppofition de^ 

e^fx =5 o , donne x z= > 7i^ = — -^-î & 

: / f^ 

^ e 

jR = o ; S^=^ o\ d'où lotv tire dan? ce cas r = A(X 

f^ 

& y^=^ 5- . Mais e-^-fx x Q = K ; prenant les, 

différences de part & d'auçre ,. K & Q étant variables , 
en ?L fdx X Q-4-^Q x. er^fx =: d K : ou plutôt parce 
^ue e-¥'fx = 0, on ^ fdx x Q = ^/C,& ainfi Q =*« 
jTT^ . Prenons à préfent la dififérence^ de L '^ Mx ^ 
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Nx -t- P * ' . , , H- Ux ^ , &L mettons pour * fa valeur 

e te **-» 

— -TT , nous aurons Q = f ff f^- 1 

'^ — z 

Donc en mettant cette valeur dans réquation A^=si — ~^f 



on aura -^= — . ^^.^ 

Pareillement fi on fuppofe g^hx ^=^0^ on aura x «= 
— X; «' =5 — -^ & Ç = o & 5=so: par confé- 



quent — -^«BRi&JSœ — -^. Mais puifque K^s 

W II 

R 

g-^hx X R, on aura dK=:hdx x R^dR x ^-hAa:; 
& dans ce c^s dK=s h dx x R ; ce qui donne R == ^^ , 



d'où Ion tire /l=s M-iN xf.-+. sPxff . .• • - ac/x? 



& par conféquent à caufe que 5 =? ;— ^ on aur9 

h 
B =r 



a" 



L'on trouvera de la même manière 
— 77 ^^ 



^ = pm, & ainS 

T • • • • • • • AU X ■ ■ I ■ ■ ■ 



^-»NX-T-(-3PX-Tj*#.»..*Ayx 
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des autres. Mettant donc ces valeurs de yf , B, C &c. 
dans les numérateurs des frayions , les coefEciens en font 
déterminés,^ C Q. F. T^ 

CXLIV. 

Corollaire. Il eft donc clair que puîfque les valeurs 
de A y B y Cy ôcc. font toutes femblables y on peut avoir 
une règle générale^ pour déterminer les coefficiens indé- 
terminés des numérateurs des fra£Uons dans lefquelles fe 
réfout , fuivant la méthode de M. Bernoulli , une fradion 
rationelle qui a fes racines réelles & inégales. Car on 
voit que la valeur d'une de ces indéterminées quelconques, 
de B par exemple, eft une fraûion dont le numérateur eft 
égal à ;c ^ . multipliée par la fbnftion de x qui eft dans le 
dénominateur de 5 ; & dont le dénominateur eft égal à la 
différence du dénominateur de la fradion propofée divifée 
par dx y en mettant dans ce numérateur & ce dénomina- 
teur de la valeur de B > la valeur de x tirée de Téquation 
xefpe£tive du dénominateur de £ , égal à zéro. On doit 
obferver que les numérateurs des valeurs de yf , 5, C, &c. 
ont le figne -4- , lorfque ® eft un nombre pair en y com*- 
prenant le. zéro ; ils ont aufli ce même fîgne , lorfque les 
valeurs de x font pofîtives j par exemple fi les divifeurs di^ 
dénominateur de la propofée étoient e — fx y g — hx &c. 
car les valeurs de x feroient dans ce cas , comme on le 
voit aifément , h- 4* > H^ 4- &c- Aufïï dans ce même 
cas le dénominateur de la propofée aùroit cette forme 
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L — Mx -+- Nx* — P^ ' -4- &c. puifque toutes fes ra- 
cines étant pofitives , les termes doivent avoir fucCeflîve- 
ment les fignes -H & — fuivant les principes de la for»- 
mation des équations y connus par tous les Algébriftes. 

CXLV, 

Application Cette méthode fe développera encore davantage en 
thode à quel- l'appliquant à quelques exemples. Soit la fra£tion 
lies. ^^^^' ^* — > changée fuivant la méthode de M. Ber- 

Premîer û.-^fxxg-^-hx ^^^ ^^^ 

exemple, noulli en ces deux autres — 1 r- > il s'agît de dé- 

terminer la vale.ur de A ^ de B . Je fuppofe d'abord 
qu'on ait , ^^ ^ \ — 7-^— :^ jr -t- —rn y ^^^s ce cas 

pn a x^ ?=='i p ..donc je = o , & fuppofant ç -\-fx = ç> 

pn en tire a: = ^j donc par la règle donnée dans le 

précédent Corollaire , le numérateur de la fra£Uon égale 

à ^ eft — -^ X /==/, à caufe que = 0; & le dénot^ 

minateur eft égala la difFérence de {e^-^fx) x (^-4-Ajc); 
cette différence t^ fgdx^fhxdx'^€hdx-+'fhxdxi 
laqucUe à caufe de e-hfx = o , fe réduit k fgdx ^ 
fhxdx . 'Je divife par i*, & je mets pour x fa valeur 
— -y- .* Cette .différence devient ==s/^^— ^A.. Donc on 
aura yi = ——r . 

fg-eh 

' De la môme manière en fuppofant g^hx ^«0, on 
trouvera B = ^ ^ \ Donc ' — - ^ 



' ^ ' ' ' A ix '" • 'fax' 
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H T—T — — rr- ^ 7^"— I 9 qu'on voit évidemment être 
deux différentielles logarithmiques. Pour être mieux con-: 
vaincu de la bonté de la méthode y voyons fi ces deux 
différentieties font Identiques avec la (raâion propoféo 
i^^f ^ ^ ' _^i. . • Ces deux différentielks font— —-7-4 — rt 
"^ 7TZ — r: — ; — TT — .Je les réduis au même dénominateur% 

•> • fgdx^fhxdx'^ehdx'-fhxdx (fg- fh) . dx 

dx 

CXLVL 

Si Ion avoît à intégrer ax^-^hx^^^cx-^ ^ ^^ fuppoCint Seeoni 
<]ue les divifeurs du dénominateur foient ex — /, gx — h y "* * 
ix — / , & que par conféquent — ; — /* ■ ^' = îl-i. . 

Bdx Cdx 4*'-Ax* -f-c*-J^ '*-/ 

rH — ;7j -4- j-^^^7^ î on trouvera ^ = 2 , & la fuppoûtioa 
de ex — /=o donnera â:=y . Continuant Popératioa 
comme dans l'exemple précédent y on aura la valeur de ^. 
En fuppofant enfuite fucceflivement gx — A=o, 6c 
ix — / =>= o , on trouvera les valeurs de J5 & de C: fubftî-. 
tuant CCS valeurs dans les fradions (impleis énoncées ci- 
deffus , elles deviendront ■ ,.■ ^ ' ^ ■ x ^* -H 

h.h gdx _, Il idx 



lëhh -^ zbgh-^ cgg gx-h sali -^ ibil ^ cii ix ^l 

a^ui font trois différentielles logarithmiques. 

CXLVIL 
Enfin fi la fraûion ratîonellc avoît cette forme Troîfieme 

a -^ b x -4- ex* -h (Tx' -♦- &c. / . ^A 1 j exemple. 

V ' r > C ^ eft plus grand que ^ 

X 
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Texpcfant de x dans le numérateur ) , la méthode qu^on ». 
dpnnée dans le Problême précédent fcrviroit encore pour 

réfoudre cette fraûioA en plufîeurs fradions fimples -:- 

H- — -- -H r-TT- •+• &c. (^). Car fuppofant L^Mx-^ 
Nx'^Px'. . . ..• -H U^ =(^-+-/^)-(<?^-Ajc)^ 
(it.Hh/x) &c. = JC^ donnant ici les mêmes valeurs que 
dans le Problême 4. à Q, R, *S , on aura a^bx -f-r 
r**-Hj>A:'-^&c. ==^Q-^M-t-CS-H&c. & lorfque 
#-t-/;c = o , ou a:= — j-> on a a — b x ^ -4^ r X ^ 

P j /i AT 

u- cT X jj -H &c. = yi <2 * 6^ puifque Q = — = » . » 



Af-xNx-1 -4- 3P xLf .•• .... . - AC7x ^ 



£JL LZl on aura -/f 



»-*xi— 4-cxll-<^xli4-&c (tf^4xl+cx!I-«^xil4^&c.)x/ 

.^ M^iNxS 4-3Pxi4 ..-^Xl/x!^ 

. . f ff /^-i 

De la même manière en fuppofant g'^hx = , on 
trouvera la valeur de B , & celle de C en fuppofant k -H. 
Lx = q ; d où Ton . conclura que les valeurs de yf , B, C,. 
dans ce cas font femblables à celles qu'on a trouvées dans; 
le cas du Problême 4. La dijBférence n eft que dans les 
numérateurs qui changent fuivant les numérateurs des fra-^ 
Ûions propofées. 
...w,« CXLVIII. 

les racines du 

dénominateur PROBLEME j. Déterminer les coefEcicns du numé- 

font en partie j #• • 

égale» & en rateur des fraâions fimples dans lefquelles iè réfout une 
kf. ^^ fi:a£Uon ratioaeU<i.diâférentielle en fuppofant les racines* 
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au dénominateur en partie égales & en partie inégales. 
Solution. Soit cette fraâion repréfentée par la 

fui vante , (lafommedes 

(«-H/«).(f-H*«)^. (*-»-/*)'" &c. 

quantités «'* 4- *-*-'*-*- &c. eft cenfée plus grande que; 
l'expofant e); Suppofbns cette fraâion égale à 

•4- = -4- &G. cette fuppofition 

donnera* = (y^-^BjeH-C«* . . . . . 4- F*'''"') X 

H-Af*^"') X {e-^fx)^x {k^lx)'*^(]Sr+Px^ 
Qx^ . , . -hT*'*."') X (f-H/*)^x {g^hxY &c. 
On égalera à zéro la fomme de tous les termes qui font 
multipliés par la grandeur x élevée à une autre puiflànce 
que S & on égalera à ap la fomme des autres termes 
qui font multipliés par x . De cette manière on aura 
autant d'équations quil y a de quantités indéterminées 
j^ , B , C &c. dont on trouvera les valeurs pair le moyen 
de ces équations. 

Cette dernière méthode n'efï autre chofe que celle de 
M. BernouUi appliquée à ce cas particulier^ avec les pré* 
cautions que nous avons indiquées ci-deflus , & qui em- 
pêchent cette méthode d'être fautive. On peut en effet 
s'aflurer par les moyens que nous avons cxpofés plus hauty 
que les coefficiens A ,By C &c. feront ou tous réels, ou 
tout au plus quelques-uns égaux à zéro ; & qu ainfi on 

Xij 
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pourra toujours les déterminer par la méthode de Mr 
Bernoulli.. 

CXXIX.. 

^ Appîîcatîbn^ Soît propofé d'intégrer la fraûion re-^f.^''''^r'.^h:r)^^ 

« je la fuppofc égale à. ^,^f,y - -H TJTl^lô^^ ^^ ^^ 

'^nnera en pratiquant ce qui.eft prefcrit dans le Problême 
précédent > & en ôtant dx qu'on remettra après lopéra^ 
tion^ 

^^g ■+• 2.\éghx •+• Ahh.xx 

H^ Bggx •+- SLBghxx^^ Bhhx^' 
**** -h C^^ -H 2 C^/;c H- Cffxx 

^ Deex -\- TrDefxx -H Dffx\. 
La féconde opération que nous avons dit quiLfalloit faire.;|, 
ceft de fuppofcr '^gg + ^^^ = ^ 

aAghx ^ Bggx ^ 2.Ctfx -4^ Detx =^ o 
Ahhxx •+• 2,Bghxx .+1 Cffxx •+• zDefxx i= xx' 
Ehhx' + D//;c' == o.. 

Enfuite on refondra ces quatre équations par les méthodes 
algébriques ordinaires ; leur réfolution nous donnera les 
valeurs de A^ B ^ Cy D j. après quoi on intégrera aifé-^- 
ment.. . 

Vif ^«r 

l 

pmV abré'eT ^ ^ ^^ ^ ^^ ^* ^** P*"' qucliqucfois abréger là méthode* 
du ProWé^* *'^"'^^*"^ précédent : par exemple, lorfque lafradion 
pnicAtenC"^ jationeUè diflférenticUe a cette forme '-^ 
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Car fuppofant 



.e 



B-t-Çy-t-Dy» .. ..-t-Gy^~' „h,„„,» * ^ / . / v^ 



, oiï- aura x' =^y4 , (tf-^hx)' 

-+, {B-^Cx^Dxx ..... -t^G;»*"'). x (^-{-/je). 
Mais la fuppofition de e -h/a; = o donne x = A, 

(g'^hx)'' ■yx=z — -j -y X =»'±~: donc ± -^ =« 
A -i^ {g — Y) i ^ ^ = ±-T^/^ ' ®" prenant le 

I ■ I III» 

figne +, lorfque e :=? o , ou un nombre pair>,& le fignc 
— lorfque e eft un nombre impair. 

La valeur de yf étant ainfl trouvée > on aura facilement 
celles de fi, C , D par là méthode du dernier Problème. 
Car , comme on y a vu f on aura j4g ^ Be ^=^ ^ , 

lorfque e eft un nombre entier pofitîf ; donc fi =— ^ >c 

j^ = X-s 1 — ^ . De même puifque ^z ^ hx eft. le 

fecond terme de la cpantité^*4- A^ élevée à lapuîflance a^ 
on aura ^g^"^ kA^ Bf^Ce =» o ^ lorfque e eft plus, 
grand que lunité^ ou ^g ^^ hA ^ Bf^ Ce = i ^ 
lorfque e = i ; on trouvera par cette équation la^ valeur: 
de C, & ainfl des autres. 

CLL 

a '•h hx '^ cxx' &c. 



La ftaffion ■ — '- — 4" f^ réfoudra par la même A«r-' 

méthode; Car on fera 



a -i- bx -h cxx &c. jt «^ 



U-i'f*)-Xg-trh)c)^ ^-^f* 
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; • ; ainli on trouvera A =3 

Be =! aj ce qui donne B = ''•^i = (en mettant pour 

^ (a valeur) ^ -/^^^"^^-^V^^' --f^/^^^"^^-- . On 
trouvera de la même mailiere les valeurs de C> D^ &c« 

CLII. 

Il eft vîfible que les termes les plus difficiles à intégrer 
dans la fraâion rationelle ainfi transformée feront de cette 
forme '^'^ ^"^ . {A ai E étant des conftaïites y &cmy n 

Cx-f-fî)* 

des nombres entiers pofîtifs ) . Or ces termes peuvent 

s'intégrer aifément foit en entier ^ foit par logarithmes 

( Art* XVI. ) en faifant x^ B=:z. 

S c H o L I E. Par le moyen de ces règles pour déterminer 

les coefficiens des numérateurs des fraâions rationelles ^ 

on peut fe fervir de la méthode de M* BernouUi fans 

craindre aucune erreur. PafTons au cas des racines ima^ 

ginaires. 

CLIIL 

i%Casoùie Dans le cas où le dénominateur a fes racines toutes îma- 
a Ces racines giuaires , Ci oti fuivoit la méthode de M. BernouUi , on 
imagin^res. ^^^.^j^ ^^^ exprcffion chargée d'imaginaires auffi împoflible 
deiaméthode à couftruire fous cette forme que le feroit une équation du 

de M. Ber- . ^ .^ , 

nouilidans ce troifieme degré dans le cas irréduâible , fi on la confiruifoit 

cas.^ 



L P A R T I E. G H A p. X. 3 ^7 

en fulvant la forme de la racine. Il faut donc chercher 
par une autre voie l'intégration de ces quantités. 
' Prenons^tfabord le cas le plus fimple > lorfque le déno- 
sninateur a deux racines imaginairesr 

CLIV^ 

Problème 6. Intégrer une fraûîon ratîonelle dont Dans ce cas 

^ ^ ^ . . . • ^" y fubftitue 

le dénominateur eft le produit de deux racines imaginaires, notre mciho- 

*- , deduProblé- 

Solution. Soit la fraâion repréfentée dans ce cas me i. 
par ^^^ -^J^^"^ ^ Je fais d abord évanouir le fécond terme 
du dénominateur en fuppofant félon la règle connue par 
tous les Algébriftes x''+'— = z , ce qui donne après les 

. . laz'-hfmdz dz 

fubftitutions ordinaires — — -r—— = 77 — $ 

& en faifant /— .îî^==;i & ( fi ^ eft ^ H) , H ^ g 

=x=:pp f cette quantité devient ^ -4- ^^ • dont 
la première partie eft l'élément d'un arc de cercle dont 
z eft la tangente ^ ôc la féconde eft une diâférentielle lo- 
garithmique. 

C L V. 

Remarque i. Quand xx^fx-^g eft le produit 
de deux racines imaginaires ^ xx &c g font toujours de 
même figne ; d où il fuit que s'ils font tous deux négatifs , 
on peut leur donner à l'un & à l'autre le figne -4- en 
changeant les fignes haut & bas. Car fi g avoir le figne — ^ 
on trouveroit les deux racines réelles* 
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Remarque t. Loifque ji::c n*rfl: ^oînf laélmé de 
coefficiens^ mais qu'il enaun^ C par exemple » on divi« 
fera haut & bas par C. Aioûon peut toujours ruppofec 
dans le cas des racines imaginaires que xx a le ûgne <+^ 
& eft fans coefHciens. 

Il ne nous refie donc plus que deux chofes à favoit^ 
1^. (î on peut toujours repréfencer les racines imaginaires 
^ par des faâeurs trinômes réels ; or nous ayoxis démontré 
dans rintroduâion Art. lxxxik que cela eft toujours poili'» 
ble. 2"". Il faut trouver la méthode de déterminer les 
coefHciens n 6c m du numérateurt Nous allons h donner 
jdans le Problême fuivant 

cLvn. 

Ufnge de b P fi G BX E M E 7. Déterminer les coefficiens du numé-- 
]V{. Cotes dans ratcur des frayions partielles dans lefquelles fe refont une 
cïnes ima^il fta6lion rationcUe^ en fuppofent. que les racines du déno-/ 
déterminer*^ minateur font toutes imaginaires. 

ïu ^nfS! Solution. Soit cette iraélion rationeîle repréfentée 
par -^ — . ^— . , i - I II ( on fuppole toujours 

L'hMx'hNx''+-Px^ -+- Ux\ ^ ** 

"^ ^ ^ *^ a-i- hx-i-cxx e -+- fx-^gxx h-i-kx -f-U^^ -^^ 



pour ^bcéger le calcul e.'^/x.^gxx x h.^kx^l^x 

=^Q; (^-^bxrjrcxx y. h-^kxr^-lxx^ss^R^ a^hx^cxx 
X c-^Jx -^gxx =;= Si onaurai comme dans les Problêmes 

précédens 
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yrécédens , « ' = ^ -^ Bx x Q -+- C -h Dx x R ^- 
E-+- Fx X S-+- &c. Maintenant fi on fuppofe a-4- A j? h-. 
■r;v^ = o, on aura R»= o , iSïsso, donc x ^=^ A^Bx 
X Çj & fi les racines de l'équation a^bx^cxx =^ o 
font m^nx==^o ^ p^qx =i o y on aura x = — — ^ 
& ^ = ^ . Lorfquc x =s —, on a Q =» 

r— /x~^-^x— X A — Ax — -+-/x— X &c. & 

lorfque x ^ _- A , Q = (._/x^4-^ x fr *^ 

A — ^ x-^-f- /x^ X &c. Pour diftinguer cette der- 
nière valeur de Q de la première nous la marquerons par 
Q". Ainfi pour les deux différentes valeurs de a:, l'équa- 
tion X =y/-HfijcxQfe réfout dans les deux fuivantes 

donc on a ^=—!!l! -t- B — & y^ = — ii-f- £?-. 

Comparant ces deux valeurs de y^ , on trouve celle de 
B = Q' X ^'", — Qx "^ " ■ . Prenant de même les 



^ — JL X QQ' 

f m ^^ 

deux valeurs de B dans les deux équations — ^ 

« -^r n" 



«• 



^_5x-^xQ, _^==: ^ — Bx-^xQSfic 



^/ ^ 



corn* 



parant enfemble ces âeux valeurs y on en tire yf == 
Q^ X -j— ^ — Qx ^-j— . Ces valeurs fuppofent que o eft 



f m ^^ 
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un nombre impair : maïs lorfque = 0, ou un nombre 

pair I on aura alors les valeurs fuîvantes A = 



y II . . , W7 J p It 



-^ — — xQQ^ -^ "^ ^ QQ^ 

p m ^^ f m^^ 

Pareillement en fuppofant c^fx-^gxx^r^Oj on a 
Q = Oy S:=Q, &c. & x^=:C-^Dx X R; àc fi r^ 
5« = o, r-i-v;r=:o font les racines de Péquationj 

e^fx^gxx = 0, on aura x == — 7> & ^= ^> 

d où par un calcul femblable à celui que nous venons 
de faire pour j4 & pour 5 , on trouvera C = 



Il faut fe fervir des fignes H-^ — , lorfque ® eft un non»^ 

bre pair ou zéro y & des fignes — -+- , lorfque c'eft un 

nombre impair. On trouvera de même les valeurs de £ |^ 

F, &c. 

CLVIIL 

dx 

^^ /'l.-J_A^-J_/^*.^^• 



COROLLAIRE !• Si la fi:a£tîon étoit 



il la faudroit fuppofer égale à Ll '" ' ' ' "^ i' H-» 

^ -f- P) . i^ ^ déterminer les coefficiens par 

(h-^kx-hlxx)^ . 

la méthode du Problème y» 

' Corollaire 2. Si la propofée étoît > 

h/, . Âdx-h-Bxdx C-+-D*-f-£** . . . •4-^*^"*' 
feroit = rir?T3r77r-H - — — r f 



I. Partie. C h a p. X. îyr 

ic on détermineroit les coefficiens comme on a fait dans 
la remarque qui fuit le Problême ^. 

. C L I X. 

La difficulté fe réduit donc à favoîr intégrer une fra-^ 

âion de cette forme — — ^^~~« î C^y^y^^yf^ étant 

des coefficiens quelconques y 6c my n étaqt des nombres 
entiers pofîtifs ) : or par la méthode expofée dans les arti- 
cles CLIV. CLV. CL VI. on réduira d'abord Tintégration 
à celle de différentes quantités dont chacune fera de 

cette forme — ^ ; r étant un nombre entier impaic 

ou pair. Dans le premier cas foît zz^pp = uu y on 
aura une transformée compofée d'une fuite de termes tous 
de cette forme Hu^ du (pétant pofitifou négatif) : ainfî 
l'intégration n aura aucune difficulté. Dafis le fécond cas 
où r efl un nombre pair, on fera zz^pp=^uu y ÔC 
on trouvera que la transformée fera compofée de termes 

de cette forme r^^^J* ,(5 étant un nombre pair pofitif 
ou négatif) : & cette quantité s'intègre ou abfolument, 
quand s eft négative ( Âft. c. ) , ou par la quadrature du 
cercle ( Art. xcvi. ) lorfque s efl pofitive. 

CLX. 

Soit cherchée l'intégrale de cette fraéiîon Application 

"'"' dont îc dénominateur a tv^X&l 



(a -t-hx -^cxx) . (e-hfx-hgxx) 

. . . . r.àuncxem' 

les racines imaginaires. pie. 

Yij 
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Pour la trouver nous fuppoferons d'abord la fra£Hoa 
fans ^:c ^ il fera facile de la remettre après l'opératioa.. 
Cela pofé je l'égale à la fomme des deux fuivantes 
j — ; H -z y ce qui donne x = iA^Bx) 

a-hhx-hcxx fH-/*-+-g** ^ \ • / 

X {e^fx^gxx) -H(C-HD;c) x {a-i^ Hx ^ cxx) ; 
donc Q = e-^-fx^gxx y R=a^bx^cxx ; donc 
X = (yf+fix) X Q + {C^Dx) X K . Si on fuppofe 
a^Bx^cxx = o y on a R=.o ; & en continuant 
Topération comme dans le Problême 7 y à caufe que e = j 
eft un nombre impair y on trouvçra 

Si on fuppofe a^ bx ^ cxx = {m^nx) x (/^^-^^) 
=: mp ^ mqx H- «/?:v H- »^;if ;c , on aura mp =^ a ; 
mq^np^b i nq = c :, HL^l^ ^.X , 6i — ^ 

* * 'ï ^ n q e * nn 

_ + ^ = _. ; & mettant pour -^ fe valeur — » 
on aî^ + i^=ii:— i^. On aura auffi Q = ^-/ 

X V-H^ X T^ î Q =^ — fx—^gx—: d où oa 

yc e — / M - ^nf y yjr . ^ ç^ ^^ divife cette der- 
niere quantité par -^ "^ = ^'^""^ , le quotient eft 

-^ T^T ^ X ^ H-T x/= X^- x/. 

»*^* w*j**^ ce ce-' 

Si on cherche de même la valeur de* QQ'' , on trouve 
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jl ^^ abe -^ aaf 

^ ccee - hecf -+- bbeg - %aceg -^ acff- abfg -+- aagg 

abe^aaf _ ^ Pareillement en fobftituant 



( e <r - «^ ; * 4- ( ^g - c/) X ( /^ c - a/) 



ces valeurs dans l'équation 5 == Q'' x ^^^^^^ — Q x ^-^-j— . ^ 

{f-v}-«e" 

on trouve B = ; ,, ^ ,, =77 — 7-r 7; • 

Pour trouver les valeurs de C & Z), il eft inutile de 
faire un calcul femblable à celui qu'on vient de faire pouc 
A &L B . Car en comparant enfcmble les formules ^ on 
voit que la formule qui donne la valeur de C eft femblable 
à celle de y^ , & la formule de £) à celle de JS & que 
tout le changement nécefîaire confifte à fubftituer a^b^cy 
à la place de ey fy g; par conféquent on aura C = 

^ a ef^ bee ^ j^ ^//~ bef- a &g -h e ec 

V ^c-^g)''h{bg^f) X ib^^ (ec-^g) ''h{bg-cf)x(be'-af) • 

On a donc toutes les valeurs des indéterminées. Subfti- 
tuant donc ces valeurs à la place de A, By C^ D, 6c 
remettant dx dans les fraûions partielles — —. ^^ -H 

Cd -4- D d a -hbx -hcxx 

« — ^ î^ , délivrant xx de fes coefficiens de la 

manière qu'il eft dit (Art. clvi.) , il eft aifé de voir qu'on 
aura deux fractions de la forme de — — !"* , qu'on în- 

xx-^fx-hg ^ 

tégrera féparément par la méthode du Problême 6. 

Nous n'avons plus à examiner que le cas où les racines du 
dénominateur font en partie réelles & en partie imaginaires. 

C L X X. Lorfque les* 

racines du dé- 

Probleme 8. Déterminer les coefficiens du numérateur, nominateur 
f orfque les racines du dénominateur font en partie réelles Ôc rceiies & en 

. . . . pnrtie ima»- 

en partie imagmaires. binaires» 
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,^- ,, Solution. Dans ce cas on fuppofera la fraSion re- 

Ufage de la 3 * * 

méthode de ry^AC^^^Jt^ «^^ * A-i-Bx 

M. Cotes prefentéepar . =: ^ 

-f- ^^^^^^^ ^ kTTi ' ^^^^^ comparant avec les formules 
duProblêmej, on aura Q = {e^fx^gxx) x {k^lx): 
R=z(a-\-bx^cxx) X {k-hlx): S=(^a^bx-^cxx) 
X {e^fx^gxx). Or en examinant ces diflférentes 
valeurs il eft aifé d'appercevoir la fîmilitude des formules 
qui expriment les quantités A y By C y D avec celles du 
Problême 7. La fuppofîtion de ^ -f- /jc = nous donne 

<2 = o 

R = o 

OC •• •«••«• ■— " "-T- =S5 Jtl X A 

& H = _i;x4- 

5" étant = {a-^b x — -HfXj^)x (^ — f^T'^K^Tl)* 
C'ëil la même chofe foit que a. foit pair ou impain 

C L X 1 1- 



Application Soît propofé d'intégrer la fradîon 



à un exem- ' - . L-+.M*-+-^* * -+- P* J 

pie. Je fuppofe que le dénominateur de cette fraûion eft 
{e-^-fx-^ gxx) X (^-4-/;c) • Celapofé jefaislafraûion 
entière égale à la fomme des deux fuivantes 7 ^ 

c . e-^fx-hgxx 

Y • Je fuppofe enfuite e^fx +^jçjc = o : fi les 



• k 
racines de cette équation font {m^nx) x [p^qx) 
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mp ^m^x-^npx-h nqxx > on a . . . . »î/? = ^ 

mq^np = / 

d'où Pon tire . . . • . . • . — + -^ = ^. 

^ ^ z 

A préfent comparant la propofée avec les formules du 

Problême 7 , on voit que e = o & par conféquent 

Mais le cas préfent donne . . . . Q = k — /— 
& (2"= )t — /^ 

Divifons cette quantité par -^ ^ = ^^""''^ - , on aura 

* *- p m tnp 

pour quotient k — / !îîi±Ll£ 1 x/=ifc — / x J^ : & 
parce que QQ'' = kk'^kl x |-^-f.^l .j. ^x // 
= jfejt_£i^ ^ îL^ , il vient enfin A = ,/t"/^ . 

Par un calcul femblable. on trouve B = .^ "^5/ r. r 

Pour trouver la valeur de C, il faut fe fervir de la for-i 
mule du Problême 8 , H qui eft la même que C ici 
= — X — • Dans l'exemple préfent — = i , ôc 5*=^ 

/«/x A^-^ X ^, ce qui donne C=^ ^,,.fu^,u ' 
On a donc les valeurs de toutes les indéterminées. Subfti- 
tuant ces valeurs âc remettant ^a; ^ on aura deux fra£tions 
partielles dont Tune s'intégrera comme dans le Problême 6p 
& l'autre fera une différentielle logarithmique^ 
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CLXIIL 

Corollaire général. Donc fi le dénominateur d*une 
fraélion rationelle eft ou peut être fuppofé {aJ^bx) . 
(g^hx) . • • &c. X (^+/a?)* • {k^lx) . • • &c. 
X i^i^mx-^nxxy . {p^qx ^rxx)'' , il feudra fup- 
pofer cette fraâion égaie à une fuite d'autres fraâions dont 
les dénominateurs foient a^bx-yg-^hx; . •• •-. . 
{e^fx)'' ; {k-hlx) ;.:... {i -^mx -^ nxx)'^ ; 
{p^qx -^rxx)"" &c, & appliquer enfuite les méthodes 
expofées ci-deflus , tant pour trouver les nupiécateurs que 
pour intégrer ces fortes de fradtions ; au moyen de quoi 
il ne doit plus refter de difficulté fur quelque efpece de 
fraâions rationelles que ce puifTe être* 

CLXIV- 

te^"7eTfra- ScHOLiE I. GÉNÉRAL. Dans tout cc qui précedc nous 
ndies lunt ^^ous fuppofé qu on connoiffoit les dénominateurs des 
déterminés fraftions rationclles différentielles*, & nous avons enfeigné 

par les me- ' o 

thodes précé- la méthode générale de trouver les numérateurs. Mais 

dentés , corn* ^ " 

ment on trou- ces dénomîuateurs ne font pas effedivement connus : il 

ve les déno- ^ , . ^•\ n t • i 

minateurs ! faut donc les trouver. Or nous favons que les racines de 
ces dénominateurs font toutes réelles , ou toutes imagi-- 
naireS) ou en partie réelles & en partie imaginaires. 

1®. Lorfqu'elles font toutes réelles y il eft aifé de les 
avoir en réfolvant Téquation par les régies ordinaires de 
TAlgebrç , ou en la çonftruifant géométriquepiept, 
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2\ Loifqu'elles font toutes imaginsdres on les trouverai 

par la méthode enfeignée dansTIntrod* Art. lxxxix. & fuiv, 
3^. Enfin dans le troifieme cas on cherchera d'abord 

les réelles fie les imaginaires enfuite« 

CLXV. 

ScHOLiE 2. Ileft évident qu'au moyen de tout cd 
que nous avons dit dans ce Chapitre on peut intégrer ou 
abfolument , ou par la quadrature du cercle > ou par celle 
de l'hyperbole > toute fraâion rationelle diflFérentielle quel*^ 
conque. Mais la méthode générale étant très-pénible pat 
elle-même y les Géomètres ont cherché des moyens de la 
fimplifîer. Us y ont réufli dans quelques cas > 6c ces cas 
font ceux où le dénominateur a une des deux formes fui<>i 
vantes , ix^'^ ^-hgx^ "+"/> ^^ x^ ^ a^ . Nous allons 
les examiner dans le Chapitre fuivant« 



CHAPITRE XI. 

Examen des cas où le dénominateur efi hx* -h 

gx •*- f > ^w X -H a°, dans le/quels on 

abrège la méthode générale, 

CLXVI. 

S Oit ^jf*'"-+-^*'" «4-/16 dénomînatenr de la frafl:îon. i*. Comment 
I^ on peut divifec le haut 6c le bas de -la fraâion par minateur a* 
lip coefficient h^ du tcrmç ^x*"* : ainfi on peut roppofec i^^âion!^' 



j^e tçrmç fans coefficient; a^» On peut toujours donner à. 
A*^ Iq figne Hhi . pwifqup s'il avoit le figne — il n'y 
iHToit.quà iPAanger les figeas de to«s Us termes du nu- 
mérateur Ôc du déhQO[}ir)A^§uf j ç0 quji: Qe* çb^Qge pas Ifi. 
valeur de la fradion. Dans cet état le premier terme x^^ 
ayant le figne -H , le dernier terme qui fera -y- & que 
f appellp ^9 àoit :4Bfl5^voif \6 •fignJ5j-+f • .Ça?§:ii avçft le 

m 

iîgnc -— y (m ttoU^eroît , ea regardant x * ^ "^ iï . -/L 

comme une équation du fécond 4egré, que fes fadeurs fe- 

i^-~H-~ ? ç'ieft-à-dif?* q^pa poijrroit ,r^foudre la 
fia^fcipn Ritionnelie prppofée' eji dçux autres qui auroierit 
^our dénominateur A?"" :+:^5 ^- ':+: /^ or chacune de ces 
^aâîoas fer^duiiroit au. ça$ de -a;." ^ a^ dont nous allons 
parler plus bas» . . 

^ ^^. Enfin dans le dénominateur ^*'^-+'-f-Ar'"H-^^, 
on peut toujours regarder q comme égale à une quantité a 
élevée à la puiflance.st;?!; & prenant a pour le rayon d'un^ 
cercle égal % l'unité j on pourra fuppofer a *!" = i . _ 

• Donc toute la difficulté fe réduit l^ à intégrer les fra- 
'ûioiîs dont le dénominateur eft de cette forme x*/ •+• 
a.tx^ ^ I ; .sl\ à intégrer celles ddi^t le .dénominateur 
eft^"-f^^",« étant unnombre rippair. Car s'il étoit pair,> 
ôç qu'il yeût -i- a^., ce^ cas fe jéduiroit au premier ea 
Éiifant r = o ^ S'il étoit pair, & qu'il y eut— ^" , il Ç^ 

n n n n 
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Kous allons expofer les méthodes que les Géomètre» 
iBfnt trouvées pour intégrer ces fortes de fraâions« 

CLXVIL 

V Problème. Trouver les fàSt&uts.dc x^^ ^2tx^ ^ij^ 
& de a; " ^ ^ " . 

Nous avons réfolu ce Problème par le môyeti de la di-j 
vifion d^un arc de cerclé en parties égales dans. Tlncrd^. 
duâion > Articles lxl & lxii. pour le premier cas > ôc Ârty 
txiiu & Lxvi. pour le fécond. 

Il ne nous refte donc plus qu a trouver les riumératfeUfsT 
On les auroit par la méthode générale ; - mais il y erl ip 
une plus fîmple que voici, 

CLXyiIL 

Suppofôns d abord que la fraûion prôpofée »t ciSttè i*. Comment 

a * on trouvé les 

forme — — , ( a eft uii nombre impair ) enfôtte qiïe numérateurs. 

:.+,Ci + Af« + iV,-+P,' + t/x^^"„t^ 

on aura L = i , Af =36, A^= o, P=:o, Uz=ss i , 6c eft i4-*^i 
li on fuppofe ( Introdu6Hon Art. Lxni. ) i «4- ^v ^ s=s: 
{ I — 2ax'^xx) X {i-^2b X ^ xx) x (i-h:v), &c. 

on aura == ; h — "t-^ H 7^7- oco* 

Soit {i—'2b>:^xx) ^ (i H=-x) ==Q, {i'^2ax'-hxxy 
>i{i^x)==R & (i — 2aX'^xx)x (î^^2bx-^xx)=sS, 
voici comment on s'y prendra pour abréger les formules^ 
ihi ProMéiie 7, Soit fuppofë i^2^Xf'^xx^o , '6it 



iflO T RAir E.^ DU CALCUh INTE^GÈAL^ 

ta déduira x = a-^ ^aa — i . Soit a-^^^^aa — i =^/y 
Ix. a — raa — i ssstn ; les deux racines de l'équacioa. 
I — 2ax'i'xx = feront x — i = o, & x — iw^oj 
donc Q = ( I — 2^/ -t- // ) X ( 1 -»- /) , & Q" =« 
(i — ^a^w-Hfl»*) X (iH-m), On aura aufli /-t-m =as2j,.. 
& /»» = t . 

Or par le Problème 7. /* ^ y^-t-fi/ x Q, Ôc m'=» 
w^' -H Bm X Q" j deces deux équations je tire la valeur de A 

«cceUedeB.Carj'aiil-^^B.&^-A^fl. 
Donc 'il! _=;:: = 4 _ ^ =^^^= ( à caufe 
;que /m= r) ^ x (m — />. Donc enfin y^=: 7,^. .. 
•— /;#/7(m-/) • ^^ fuivant le même procédé on trouvcra^ 

Q X (t — 2,ax'^ xx) ^ on aura ^o^^^^ dx ^= d(l x 
(^i — 2a;ir.-l- xjc) -4- Q X 2^^x — 2adx \ & dans la-, 
fuppofitîon de i— 2^^-4-a:jc = o 6c de x =:/ , on a 
en mettant pour x fk valeur / ^ retranchant d Q ^ 
I — 2ax^xx p & divifant les deux membres de Téqua- 
tion par^^:ir, on a> dis-je, x/ * == Q x (2/ — 2^1) . 

De même lorfque x:=m^ il viendra en faifant les 
mêmes opérations que ci-deffus , a m " ' ==" Q'' x ( iw -*- 2^ ) ^ 
Oï de ce que J^tn = 2a , on a 2/ — 2a = l-^m ^ 



A-I 



£c X w — 1^ = m — I*y donc a/" =.Qx/ — m^6c 



A.-1 



;li» ^ = ^" X m — / : de plus la fuppofîtion de. 
^s^iaicrhx^x^sQ donne aufll xrh'^^?^ oi on aor»^ 
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ionc x*'= — I, ou l^ s=s — I, &^i»* = — 1, &' 
par conféquent ^ x / — m =r^^ ~* = j- ) àcQf x 

m — i = xm'"'^ = ; mettons ces valeurs dans les 

•M ' 



formules de y^ 6c de B > on trouver* y4 =s — 



• n.» 



A. 

Par les mêmes opérations 5 en fuppofant que p Se q font 
les racines de r — 2bx^xx=so^oii trouvera^ C=s 

Pour trouver la valeur de H, on fuivra fa méthode 
précédente : car félon ce qui eft dit dans le Problême Si 
X = H X. 5* j & fuppofant i-Hjc = o ouAr= — i,oa 
a I = H X *y ^ lorfque e eft = a ou un nombre pair ^ 
& — I = H X *S lorfque e eft un nombre impair. Mais 
puifque y comme on fait i-f-x =«yx(i-H^)5ona 
AOf^""^ dx :=i dS X l'+'X^Sdxy ce qui donne S^=^^ 
lorfque H-jc =b o: d'où on déduit H= — , lorfque • 
eft un nombre pair en y comprenant le zéro> fie Hss^ 
— -^ , lorfque • eft ua nombre impair». 

CLXIX. 

Si le dénominateur de la propofée a cette forme i— ;e^ ^ 
on aura . =^ — ^ r — r — ^- ;- fie 

I * X 

en faifant le calcul comme plus haut, on trouve encore: 
^ j. , B= ^ ,C= 5j— ^ 

£> = — (?^"^'-f-g^"^') ^ ôc G = — ,.e étant un norar 
l>re pair ou impair»^ 
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CLXX^ 

Re M ARQU £• Si on avoit eu ^ "^^^ — &c. en fup- 
pofant encore x=iiy x = my x=p, ;c = ^ &c* ou 
auroît eu les mêmes valeurs de y^, B ^ C, D ôcc. 

CLXXI. 

%\ Lorfque Lorfque la fradîon eft 5 on fuppofera 

teur eft _ a. . ix ; ' . ; 

K , i-^2tx ^x == I — zax^xx X i — 2bx^xx 

i-^itx 4- . 

^^ ■ JP ^ 

* • X 1 — 2cx^xx &c. & par conféquent — . z — —^ 

A + B. ^._£+2i__4-_L±i:!L.ôcc. Ileft 



i-zax-^xx i-zhx-hxx i-2cx-f-xx 

aifé de voir qu on auroit ici comme dans le cas que nous 
venons de traiter, A = — i ^ = — — 

■- "" o Mais parce que i — arj^^-H^c*^ == >c 

(i — 2ax-^xx)y on aura en diflPérentiant cette équation 
— 2txx "" dx'^2>^x^ "^ dx = dQx(^i — 2ax^xx) 

-+-Qx 2xdx -^ 2adx . Faifant les mêmes calculs 

que dans l'Article clxviii, cette équation, lorfque 
i'r-2ax^xx=^0y &L X == l y k change en a/ "* x 
(^ — 2t ^ 2I )=zQ X {2I — 2^) = (à caufe de ce 
qu'on a vu ci-dcffus Art. clxviii. ) ^ x / — m ; & lorfque 
x=s:m y on ^ km '^ X { — 2t ^ 2m )==^^x 
2 m -^2 a = Ql' X m — / : mais puifque la fuppôfîtioa 
de I — 2ax^xx'==^o donne auflî i — 2tx^ ^x^ =o^ 
on en tire xts^x -f--r=**^ -* j=' -^w ■ 
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« X.l A.I A,|X 

Jcaf=;v H = m H -==m -+•/ , parce 

que /f» = 1 (Art. cLXvin. ) , & par conféquent /^ =^ 
— , & wj^== — . Mettons cette valeur de z^, dans 

les deux équations ci-deflus, on a x/ "* x l^ — m^ =z 
n X l — m y & Am'"' X w'~/^ = jO" x ^^ITJ; 

ce qui donne A =1 • — — ^^ r- 

/0-X .«^-^ /0-XH-i 

p= ^^ î!î ; & B = -i 

Xx(m^"/''') 'xxCm"-/''j xx(/^«m^) 

. Le calcul pour trouver C, D &c. eft 



X . (l^^m^) 



le même. 

Si on a voit i^ itx -^ x^ ,on trouveroit les mêmes- 
valeurs pour A y B y C ôcc». 

' ' — ^ 

CHAPITRE XII. 

Manière de trouver algébriquement dans certains ca£ 
les faveurs de x"-4- îi" 6' ^(f x*™ «*- px*" h- ^. 

CLXXII. 

T^T Ous avons vu ( Art. cLXvii. ) comment on trouve ies^ 
iX ^ faveurs de x^ ^ a^ &l de x^"^ ^ px"^ ^ q y par 
}b. divifion d'un arc de cercle en parties égales. Mais 
iorfque la circonférence fe divife en un nombre de parties 
repréfentées par un des nombres de la progreflîon géomér 
^xque^l^ i^ 2 y^y S ^ i6 y onMt qu'une telle divlTioa^ 
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peut toujours fe faire géométriquement. Dans ces cas oh 
peut aflîgner non-feulement par la divifion de la circon^ 
férence ^ mais même algébriquement les valeurs 4es fa« 
âeurs. Quoique cette recherche ne foit pas ici abfolument 
néceflaire > puifque la divifion de la circonférence eft plus 
commode que la conftruâion algébrique ^ nous croyons 
cependant qu elle fera pbifir à nos leâeurs# 

CLXXIII. 

Recherche P RO B L E M E. Trouver algébriquement les fedeurs de 
jç ,»4.^» Af " + a" , n étant un nombre de la progreffion géométrie 

que 2,4, 8, i(J, &c. 
^eftunnom- Pour réfoudre ce Problême il faut trouver des fa£teurs 
greflîon géol * ^ ^fx -H^, X X ^ h X '^ i &c. OÙ les cocfficiens /, 
^'f T^s^, 'i6 ^^ ^ > * ^^* fuient des quantités réelles , & qui multipliées 
^ iune par Paqtre rendent la quantité »* «+• a** Soit pat 

exemple ^ ♦ ^^ ^ * , on aura 



H- i 3 



en multipliant Tun pat l'autre les deux trinômes. On tire 
■'é& cette équation en la comparant avec la donnée «♦ -t- 4* 
1°. /-»- A = o, 2*. ^ -4- ï H-/A == o , 3°. hg-h if, ou 
( à caufe de /= —k) hg-^ lA =« o , 4*. gi=Ba* , 
L'équation hg — ih=iO donne ou ^ ses i , ou A ers o : en 
fuppofant h=^Q, on a/=!0, ^=— i, fi=H-l^ — «♦; 
j6c les faûeurs font «*-H- K-p-a* ,*;»--- I^p-o* j ca 
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qui étant imaginaire ne fait rien connoître* Mais en 
fuppofant g=^iy on trouve g:=:aa^ î=sa^^/=^j/*a, 
h= — ay^z y de forte que les fadeurs font xx^+^ax v^2 
^aa^ XX — ax}/' z^ aa qui ont la condition quon 
demande. On trouvera les compofans de ces fa£leurs pat 
la méthode générale de l'Article fuivant. 

CLXXIV. 



En général x^ ^ a^ (n étant un nombre de la pro* 

n 

greflîon géométrique i>2^4>8>i5 &c. ) ss= ( a: " '+^, 

n n n n n n n 

^"♦a;* i/' z -H^") X { x'^ — «^ Af^^ >/"2 -4- ^^ ) 9 
comme il eft aifé de s'en aflurer en multipliant ces deux 
quantités Tune par l'autre. Mais il &ut outre cela favoic 
fubdivifer ces deux derniers faâeurs en deux autres y 6c 
ainfi de fuite ^ jufqu'à ce que Pexpofant de x le plus 
haut foit = z ; c'eft ce qui fe fera de la manière fuivante* 

m 

Je prends une quantité comme x^ -^ qx'^ -^ a^ dans 
laquelle m foit divifible par 4. Je cherche les fa- 

ûeurs Af"* -H^jc^ -4- a", x'^ — ^ ;c ^ -4- ^ ~ qui peuvent 
la compofer. Multipliant lun par l'autre ces deux fadeurs , 

m m 

il me vient x^-^T.a^ x'^ •+- a^ : je compare cette 



m 

T 



m 

quantité avec x^ ^ qx'^ ^^^ a^ : cette comparaifon me 

donne 2^^— ^=:H-^, donc g=^±^J/^ 2.0^ — q. 

cPar où Ton voit; l^ que fi q eft une quantité négative | 

Aa 
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g cft toujours une quantité réelle ; 2^. que fi ^ eft pofitîf 

m 

& <iia^f g fera encore une quantité réelle* On voit 

n n n n 

à préfent que les fa£leurs de jc"^-+- a" x'^Vi-^a'^, 

n n n n ' n m n _ 

x~ — a"* x"^ y 2'ha~ font **"+<»8 x"* V 2 — y^ z 
^- a^ , & :v"* -f- ^1 8 ;c 8 '^a H- 1/^2 -+- ^"^ : car com- 

n n n n n 

parant les deux quantités x'^ ^ a'^ x'^ y^2 -H ^ "^ ,. a; ^ — • 

n n n m 

^4;v^ï/'2-4-^~ avec x^ ^ qx"- '^ a^ ^ 

on a i^ • • « « m =s -^ 

donc j:!î.= i. 

&^ « 
48 

2^ on a • • • • • • • . . • f == ^;: i"ï^2 

mettant cette valeur de m & de ^ à leur place dans Té- 

m 

quatîon trouvée plus haut ^ = -hj/"(2a" — q) ^ elle 
devient ^ = + |/*(2a^H-^* j/'2)=-f- y^a'^ x 

n 

y {2^}/' 2) s=! ± a» y (2-^y/'2). Donc les fa- 

m in ni m 171 fH 

ûeurs Ji:"-H^jr* ^^" & jif * — gx'^ ^ ^* deviennent 

n n n n n n n 

x'^'±^a*x* y {2 — y2)o^a~ & *♦ Ifl tf« *« 

n 

l/^ {2-^1/^1) ^ a'^ y qui font les fafleurs de j^'' ^ ^* . 
On trouvera de même les produifans de ces quatre fa- 

m 

£teu rs> Car g fera toujours ou n égatif ou -< 2 ^ ~ , puifque 

P^ 2 ± K2 ± y^V± ]^2 &c. à Tinfini eft< 2 . 
, Application Si , par exemple , x^ -^ a^ eft le dénominateur de la 

a un exemple* . ^ ^ * ' 

frafUon , les compofans feront ;» * t+-^;c *^a •+- K^^ + aai^ 



I. Partie. C m a p. XII. 18^ 
X* — tf« '^2-f-ï/"2 + tfa, x*^axy 2 — y^z^aa j, 
x' — ax y 2 — y 2 -+• aa. 

CLXXV. 

Si au lieu de ^ H-^* on avoît x^ ^qx'^ ^ a^ ^ 

n 

alors i"". ou f eft > 2 a~, auquel cas les faéleurs feront 

que Ion divifera enfuîtc en leurs faûeurs trinômes par la 
méthode de TArticle précédent ; ou bien :i?. q fera < 2 ^ * : 
alors les deux fade urs feront x'^ ^x'^r la^ — q^a^^ 

& ;c ^ — x^r xa" — q-^a^ qui fe diviferont de 
même en leurs fa£leurs trinômes ; & ainfi de fuite. 

CLXXVI. 

C'eft une chofe affez fînguliere que dans le cas où la 

n 

jéfolution à^ x^ ^ qx'^ ^ a^ en fes fadeurs par la régla 

n 

ordinaire donne un binôme compofé de :c ^ -+< 6c -— und 
' quantité imaginaire ^ la recherche de ces mêmes fadeurs 
fuppofés des trinômes donne des quantités dans lefquelles 
il n entre point de coefîiciens imaginaires ^ 6c au contraire 
que lorfqu'il y en a dans les trinômes il n'y en ait point 
dans les binômes. Cette remarque a déjà été faite par 
M. Gabriel Manfredi dans un Mémoire imprimé parmi ceux 
de TAcadémie de Hnftitut de Bologne^ tome ;• 

A a ij 



i88 Traite' du Calcul iitTE'GKALi 

CLXXVII. 

n 

En confîdérant x^ ^ qx^ ^ a^ = o comme uni© 
équation , fi on veut prendre les racines à lordinaire ^ 

n 

on aura x^ ^ qx'^ ^ — qq = — qq — ^"j donc «"^ 
« _ -L + y^TTZrâ^ , ou bien x^ =^ 

* 4 

H- K ^ + 1/^ IS — a"^ : & les racines tirées 

— » — '^ 4 

des deux fadleurs x*";+;jc*r aa^ —q-^a^ ^ font 
^"^ = — K aa"^ — g ^ r — i a^ — g & 



Àr ^ = + r 2^" — ^ ^- r — 2a" — fl' • L« 



2 

deux racines précédentes repréfentent les racines Hh 






On voit par - là les \^ imaginaires réduites à des i/" : 
ibn voit auffi comment il peut arriver quelquefois que des 
jracines réelles fe préfentent fous une forme imaginaire* 

cLxxviir. 

i*. Lorfque Toute la difficulté de trouver algébriquement les divî- . 
bre /împie- feurs trinomcs de x^ -^ a^ y lorfque n eft un nombre 
eut pair, ^jj^piçment pair , c'eft-à-dire , divifible par 2 & non par 
4 ^ fe réduit à celle de trouver les faâeurs trinômes de 



«» 



n n 
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CLXXIX. 

Soit a: ^ -+- ^ ^ le dénominateur de la fraftîon dont on Applîcauon 
demande les fadeurs. Comme Ton fait que les divifeurs exemples, 
de ^' -H a' , font x-^a y xx^^-ax -^ aa , ce quil eft Premier 
aifé de vérifier en multipliant Tun par l'autre ces deux ^^^" 
fiideurs , on verra que les divifeurs de x^ ^ a^ font 
XX ^aa & x^ — aaxx -+- a^. A préfent les divifeurs 
trinômes de x^ — aaxx^a^ font xx^axy ^ -^ auy 
XX — axy^^^aa. Car fuppofant que ces divifeurs font 
XX ^fx ^aa y xx^gx-^- aa'jX^s multipliant l'un pac 
l'autre y on trouve 

x^ -f- gx^ -4- 2a^x^ ^ a*fx ^ a^ 

^fx^ -\- fgx^ ^ a^gx ~ 

D'où l'on tire en comparant cette équation avec ;c ♦ — r 
aaxx"^ a^ 
1°, •.-••••••* «^ . ^ ^ f = o 

donc V • <? = ~/ 

!2°. on a 2.aa^fg = — a a 

Donc en réduifant & mettant pour g fa valeur , on a 

Donc •••••• f z=, a^ s 

& g — -- ^V3 

Donc &c^ 

CLXXX. 

De même les fadeurs de a:'° H- ^ '° dépendent de ceux scconj 
de x^^a^ qui font x-^ay & x^ r^ax'^ ^aaxx —^^^^^^ 
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a^ X ^ a^ . Si on fuppofe maintenant que les divifeurs 
trinômes de x^ — ax^ >+* aaxx — a^ x^a^ font xx ^ 
fx^aa^ xx^gx^ aay faifant les mêmes opérations 
que dans l'exemple précédent i on trouvera 

1" ^-H/=— a 

donc ^== — ^ — / 

2^ ......... • 2aa^fg = aa, 

donc en réduifant & mettant pour g (a valeur , on a 

y/-H af — aa = o 
Donc. . . . . ff-haf-i- J^aa =^ a^^J^a* 

Donc. f^JLa = '^^ 

Donc enfin ^ f^^JLj^'jLl 

& ^=.-.-L_iv:i. 

Il 
Donc les fadleurs trinômes de x^ — ax^ '{^a^ x^ — a^ x 

H- a^ font XX — / -^ ^} ^ ^ ^^ & *J^ — 

/ -~ -1- -7^ } Jc ^-^i^i ; lefquels étant multipliés enfuite 

par x^a , rendent x^ ^a^ . On peut obferver en pàf- 

lànt, qu'en multipliant lune par l'autre les deux quantités 

— — H — j;-^ , & ^ ^ 9 le produit eft ^ ^ • 

On trouve le même réfultat en mettant dans l'équation 

ff-^ af — aa=^o les valeurs àc ff &l de f en g f 

à leur place : donc / & ^ font les racines de l'équation 

ff^af-^aa^o. 

CLXXXI. 

On peut encore ^ (i Ton veut ^ faire la divifion de ;c ^ •— 
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• 4:c' H- aaxx — a^ x^a^ p^i xx ^fx^ aa ^ &c on 
aura au quotieïit xx — ( ^ ■+■/) ^ ^* ^/^^//^ & pour 
refte on trouve — p x — af^ x -H a^fx — a */* — a^f 
^a^. Suppofant ce refte =o, nous avons Téquation 
ff^af — aa^=^o la même qu*on vient de trouver ; 
fon autre faûeur efl: — a a — fx . 

CLXXXIL 

Remarque i. Enfe fcrvant des méthodes que nous Les feaeurs 
venons de donner pour trouver algébriquement les fadeurs ^® '** ± 
trinômes de x^^a'^ , on trouveroit ceux de x^'" :+: ?e* tr^vent 

^ ^' rîVVVTTT «esprocédé. 

CJLXXXlil. que ceux de 

Remarque 2. La circonférence du cercle pouvant 
être divifée géométriquement , c'eft-à-dire par la règle & particulières 
le compas > non-feulement en 2 , 4, 8 , &c. mais encore cede!^^^ " 
en 3 , y , I y parties égales > il s'enfuit qu'on pourra affi- 
gner algébriquement les fadeurs de x^"" ^px"^ ^q & 
de jc"-f-a" non-feulement lorfque m^ ou »= i ^ 2 > 4> 8^ 
comme nous lavons vu, plus haut y mais encore toutes les 
fois que m ou n feront des nombres égaux à 5 > $ ^ 1$ 
multipliés par quelqu'un des termes de la progreflion 
géométrique i ^ 2.y ^^ % , 16 y ficc. 

CLXXXIV. 

Remarque 3. TouthOitMix^'^^bx^'^-^gx'^'^q 
pourra toujours fe réduire au cas général. Car on pourra 
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toujours regarder ce faûeur comme une équation du troi- 
fieme degré compofée des deux fuivantes x^^gy & a; ^ "* 
^ hx^ ^ i : g y h y &/ étant des quantités réelles. 

De même tout fadeur x^^ '+*bx^^^cx''^ ^ex^ -H/ 
peut être regardé comme compofé de ces deux fadeurs 
trinômes x^^ -^ kx^ ^ qy x^^ ^ ix -^ p y dans lef- 
quels les coefficiens feront réels (Art. lxxxiii. Introdud.). 

Enfin x^'^ -4- *S* peut fe réduire en deux fadeurs 

l'un quatrinome y l'autre fimple où tous les coefficiens 
feront réels« 



CHAPITRE XIIL 

Des différentielles qui peuvent fe ramener à des 
fractions rationelles. 

CLXXXV. 

IL eft évident par les Chapitres précédens que toute 
fradion rationelle différentielle non intégrable algébri- 
quement > dépend pour fon intégration de la quadrature du 
cercle ou de l'hyperbole, ou, ce qui revient au même, 
de la redification du cercle ou de la parabole. Donc toute 
différentielle qui par transformation pourra fe réduire ;à 
des fradions rationellçs , s'intégrera ou abfolument, ou 
par les mêmes quadratures ou redifîcations. 

Nous allons examiner ici les cas généraux dans lefquels 
cette transformation peut fe faire avec fuccès. 

CLXXXVI. 



I. Partie. Chap. XIII. i^i 
CLXXXVI. 

m 

I». lliiL deviendra rationelle en fuppofant x' = z . jJ^J^J|;,^^| 

•^ •' r, r-i j o^ ^ ^^ les plus gcné- 

Car on aura x = z ^ dx =^rz dz ^ ce x =sz . raies qui peu- 
t)onc en fubftituant dans la propoféc pour x Ce dx^ Idurs Swenf^- 
valeurs en z &i tn dzy on aura la transformée fuivantç ^^^^^ ^^^ 

— y qu'on voit bien être une fradion rationelle , 

m y r y &i n étant des nombres entiers* 

f ' ^ ^ ^ 

CLXXXVIL 

2^. La transformation réufllra dans les difFérentielles qui 

£ 2 ^ 
contiendront tant de puiflances x^ ^ x^ ^ &c. qu'on 

voudra fans aucun autre radical. Par exemple ^ fi j'avois 

m f^ r 

X*XmX%uXmm •>« rp \ r 

* 7 ^ je donnerois a la propolée la forme 

e'^fx 

m ^ r 
^n "^A -t-cp ^^ 

fui vante -^ : je réduis enfuite tous lesexpofans 

€ -H fx i 

fraûionaires au même dénominateur ^ , & je fais ^ ^ = ;2;5 

& par conféquent x = x*, dx = ^z^"^ dz . Par ce 

moyen tous les radicaux difparoiffent^ fie la fraûion propofée 

devient rationelle, 

CLXXXVIII. 

3®. Que la fraftion propofée contienne au numérateur 

Bb 
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dénominateur étant toujours e -hfx > on la léduiroit aa 
cas précédent en faifant ^ * = z . 

CLXXXIX. 

4^ A plus forte raifon fî elle contenoit (împlement 

T 

c X a 

^5^ Sî j ai à intégrer ■ ""^ ''''^ ' , je mets d'abord 

cette fraûîon fous la forme fuivante • Je la 

il 

JLl ^ ^ JLL 

multiplie enfuite haut & bas par ;c *'" > ou par (^^-^;(f) ^'' • 
Soit à préfent — ^ ou ^"^ = 2; , pratiquant le refte de 
lopération ^ on parvient à une transformée rationelle iî 
V '^^l eft un nombre entier. 

C X C I. 

(î^ En faifant x^ = Zy on ramènera au troîfieme cas 
la fraûion fuivante j ^ n U q étant tout ce 

qu on voudra. 

C X C 1 1. 

7"^. Si la différentielle ne contient point d autre radical 

m 

que (a-i-^bx ^ cxx)'^ y m étant un nombre impair, 
alors on la pourra réduire en fraâion rationelle. Car pour 
dégager de delfous le figne radical ce qui en peut être ôté j^ 
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on changera le radical en y^f-j-^-^^xxX.Oron 
connoît plufîeurs façons de faire évanouir ce radical, i^. Si 
on a -^xx y on fuppofera x^z » Ijt^ ^ ttj^ xx % 

ce qui donne en quarrant xx ^ 2xz^zz == -^ -f- 

— ^ XX % 6c en réduilant x = ^^^ " ^ . %\ Si on a 

c ^ o ^ z ex 

— XX on fuppofera le radical \r ~^ — — xx =i 

y f-^x X y^ g — Xy ou y^ — f-^x X y g — x. je fais 
à préfent ï^±7-+^ x V^g — x = {g — x)z y ou 
( V g — X X y g — X ) z , j en tirerai y ±/-+-« =3 
zy g — X ; donc Ht/'+"^ = («? — x^zz ; donc ;cH-! 
xzz = gzz '^ f y & enfin x=^ ^'*'^; . 

CXCIII. 

8®. Que Ion ait dans la fraélion différentielle propofée 

n m 

{a^bx)'^ &c {c -h/a; ) ^ fans autres expreflîons radicales > 
m &c n repréfentant des nombres impairs y on là réduira 
à la précédente , en faifant c^fx =i zz^ ce qui donnera 

m 

(f4_/x)~ s= a*" 6cc. 

CXCIV. 

p^ Si la fraûion a pour numérateur X • (^h-^a:) »", 

& pour dénominateur X^ {f^gx)^ + X^ (c^hx)'^ 
{Xy X' y X" défîgnant des fondions ratîonèlles quelcon- 
ques de x^y on multipliera le haut &. le bas de la fira^ion 

m r 

par ^'(/h-^*)*— JC' {c-¥hxy*. *.On vok que pac 

B b ij 
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cette opération le dénominateur devient X^ x X^ {f^g^Y^ 
"^ X" X^ {c^hxY quantité qui n a plus de radicaux | 
& le numérateur fe réduit au cas du N^ 5. 

cxcv. 

• 10^. Si la fradlîon propofée a pour numérateur une foa- 
ôîon rationelle de :v, & pour dénominateur Jt H- A''' • 

n m 

^a^bx)^ ^ X\(f^gx)'^y on la réduira à la précé- 

n 

dente en multipliant haut & bas par X^ X^ {a^ix)"^ 

^x'.if^gxy. 

CXCVL 

1 1°. Quand la fraftion aura pour dénominateur X • 

m n 

{c^fx^gxx) '^^X^(^a^bx^cxx)^y on la ré- 
duira à celle du N°. 7 en multipliant le numérateur 6c 

m 

le dénominateur par X.{cj^fx^gxx)^ — X^ 

n 

{a^ix^cxx) » . 

CXCVIL 

m 

Enfin fi la propofée contient f/^ S a-^by^ c ^ey^ y 

"7-1 
H- &c. (fx^) "* r cT étant un nombre entier pofitif 

ou négatif, ^yp^Cy &c. des confiantes, & m, w,/, fiçc. 

des nombres, entiers pofitifs ou négatifs , on pourra faire 

difparoître tous les radicaux Tun après Tautre , en fuppofant 

m 

là quantité J/^ {a^by^c^ ôcc.) égale à une quantité 
funple z, cequi doAnera unie yjaleûr fatioi^eile de o^ en Z; 
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par le moyen de laquelle la difFérentielle donnée pourra 
être changée en fraction rationelle. 

CXCVIII. 



Remarque. On pourra fimplifîer quelquefois la trans- 
formation. Car X ^ dx multiplié par une fon£lion ratio- 
nelle àc x y n étant quelconque , fe réduit à une fradion 
rationelle , en faifant x^ =^ z . 

Et en général fi ci-deffus on met par- tout x^^ dx 
pour dx y i^ x^ pour a?, il n'y aura qu'à faire x^ = z ^ 
&L on retombera dans les mêmes cas. 

CXCIX. 

Voilà ce qu il eft important de favoîr fur les frayions Condu/îon 
rationelles diflférentielles, & ce qu'on peut regarder comme garde les fra- 
ie réfultat de ce qu'ont écrit fur cette matière M" Ber- nèfles. ^"^" 
noulli y Cotes ^ & plufieurs autres. Voyez Mém. Acad. q^^j^ ^^^^ 
Berlin 1745. Au refte l'article des frayions rationelles eft ^^^. ^"^furs 

^ * qui ont cent 

un des plus importans ôc des plus étendus de tout le Calcul i^^^"® "^a- 
intégral , & la manière dont on l'a traité ici pourra être 
fort utile aux commençans. 
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CHAPITRE XIV. 

JDes différentielles qui Je rapportent à la reclijicaxion 
de Vellipfe ou de l'hyperbole. 

C C. 

Quels font \\/\ . Maclaurîn dans fon Traité des Fluxions fécond vo- 
les Géome- •*• ^ -■• 

très qui ont lumc , page 22 j. a donné quelques recherches fur les dîffé- 
cette matière, rcntielles réduâibles à la re£lification de rellipfe & de 
Thyperbole ; mais fon travail fur cette matière n étant pas 
complet) M. d'Alembert la continué dans la féconde 
partie d*un Mémoire fur le Calcul intégral imprimé parmi 
ceux de TÂcadémie de Berlin > tome 4. C'eft d'après ces 
deux grands Géomètres que nous allons expofer ici ce 
qu on fait fur cette matière. 

CCI. 

x\ Elément Lemme I. Soit Une ellipfe dont le grand axe Aaf=^ la^ 

delaredifica- /. JT • , 

don d'une El- le paramètre =/?> fuppofons que les coupées O , Kç &c* 

lipfe dont le .Jl , . - * ^ • i , n^ 

grand axe eft priles depuis le Centre K font x > les ordonnées BC^ <^y y 
rametre f. l'équation de Tellipfe fera ^yy =^ aa — xxy ou 2 ayy =s 
Figurer, aap — pxx. Prenant les difiérences il vient /^aydy=^ 
— tpxdx ou ~ydy=s.^xdxf doù Ion tire dy =1 

mettant pour i^;^^ la valeur) ^J^^^^ dx* . Subftituant 
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ce tte valeur d é à y * dans la formule (de TArt. 91.) rf» = 
"^ dx^ ^dy^ ^ on trouve du = Vdx^ •+•/? xxdx*=zdx 

y^^i ^ p XX =: dx y p x^ — zax^ ^ za^ ^ & en 

dîvkant haut & bas par 2 ^ , on a ^ :v r^ aa^ ^'^TT ^ ^ 

C«- I ) , y^ a^^ XX 

aa-^ -^^ • XX pour Télémcnt de rellipfe en 

Va a " X X 

queflion. Par la propriété connue de rellipfe on aura 2p a 
égal au quarré du demi-àxe conjugué. Donc (i Ion fait 
-^ = ^, le quarré du même demi-axe conjugué fera ^qaa. 
Soit à préfent aa^ {q — i ) x xx =^ az y on aura xx=s 

az — aa j a dz * a d z 

% % X a X = — ^ a X = — = 



a z - a a 



aaz _ fL.'L/i:^ ^ ^^^ ___i i ^ 



. : fubftituant cette valeur dans Téqua- 

non i» = dx y^^al^xx) — ^ ^^ ^"^^ ^« == 



adz r a z a dz 



az 



V^q- I . 1 r 4Z-44 . r 44- 4g -f- aa 2 K 4«-44 . y^qaa^az 

_ v^(î-0 _ 

d«K 4r« dzVaz 

xyz'^a* rqa - z x r {qa"\r a) z^zz-- qaa 

CCII. 

D'où il fuit qu en général ^^ ^ — dépend de la Différentielle 

rfz - zz ^ gg qui en dépend 

reâification d une ellipfe dont z eft un des demi-axes • î^médiate-. 

, menu 

ôc dont l'autre demi-axe que je nomme r doit être tel 
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que fr — rr=:^g. En effet , en comparant les deux 
dernières différentielles entre elles terme à terme , on a 
^aa=gg i qa-^ a=f f ou qaa=^fa — aa^ donc 
fa — aa=gg y ou à caufe que a ( hyp. ) =s r y gg = 

fr — rr y le fécond axe eft donc — ^^ J/^ — — gg . 
Car fi on multiplie cette quantité par/, & fi on lui ajoute 
fon quarré > on trouvera gg après avoir effacé les termes 
qui fe détruifent. Il fuit auffi de là que les abfciflfes x 
prifes depuis le centre doivent être telles que rz=:=rr 

-H — — i . XX : car nous avonsplus haut aa -f- {q — i ) xx 
z= az ; ot a =^r p aa=rrr y ^^^='ggi donc q z=^ 
= — , donc &ç. 

CCIII. 

Remarque i. Si ff étoit <i4:gg9 la valeur de r 
feroit imaginaire , par conféquent l'ellipfe le feroit aufli. 
Mais alors la différentielle propofée feroit imaginaire 6c 
fans intégrale ; ce qui eft évident , puifque dans ce cas 
y^fz — zz — g g feroit imaginaire , cette quantité étant 
la même que celle-ci Jk — — gg — -T— — ^V* 

CCIV. 

R E M A R QUE 2. Il eft clait que — — gg = ^ — 
fr-^rr=— r .Or comme par la remarque pré- 
cédente J^ ^ — gg — S^ zV doit toujours être 

réelle, il s'enfuit que l/^^-L^ry^ ^X^.^;}' 

pu 
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ou K^{ f {-V — {2 T'\* > ^^^^^ ^"^ r & 2 

font "< ou >- — , doit être aufli réel : mais fuivant ce 
qui eft dit ci-defrus,/r — rrr:=gg ou — — — = ^ , 

ou-:^ — -^ = ou-^ = ^-^ — . Doncfir<:^, 

on a r <C y -*- -^ > ce qui donne r r <^^ & 77 > 1 ; 
— — I eft donc une quantité pofitive. Dans ce cas Té- 
quatîon rz=:^rr^ S^ — i\ xx peut fe changer en 

TZz=:irr -^-hxxy ou z = r-4--^ , doù il fuit que 2; > r 
ce qui eft d'ailleurs évident > puifque dans ce cas on a 

X X fera donc pofitive , donc x fera réelle. Si r > — ^ 
on aura r > J^ -4- -^ , ce qui donnera rr^gg & -^ < 1 ; 
donc — — 1 fera une quantité négative : on aura donc 
rz=: rr — hxx ^ ou2; = r — , donc 2 < r , ce qui 

fuit encore de ce qu'alors on a f/^ /r — ^ V — fz — ^ \ *• 
La valeur ^^ > ou — -^ — de xx fera donc encore 
pofitive , la valeur de x par conféquent fera encore réelle. 

ccv. 

Remarque 3. Nous avons vu (Art^cciK) que la 
valeur du fécond axe r de Tellipfe étoit ^+ \/^(I — gg . 
On peut donc prendre pour r lune ou lautre des deux 

valeurs -f ^ ï/^^ - ^^ ou -^ — V^^ — gg. 
Mais cela ne réduit-il pas la différentielle propofée à la 
reflification de deux ellipfes différentes f D abord on feroît 

Ce 
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tenté de le croire ^ & par ce moyen on trouveroît un arc 
d'ellipfe égal à un autre arc d'ellipfe. Ce qui rend encore 
la chofe plus vraifemblable ^ c'eft que ces ellipfes ont un 
axe commun g • Mais en y faifant attention on reconnoîtra 
que ces deux ellipfes font femblables ^ ^ eft le grand axe 
de lune y & le petit axe de 1 autre. Et en effet Téquation 

donne cette proportion — -*- J/^ — — ^<? • <? • • ^ • 
V — J/^^ --gg ; donc &c. 

CCVL 

Figurer. Le MME 2. Soit une hyperbole dont le grand axe 
i«. Elément 2KA =^2a y le paramètre =/? , les abfciffes oc étant 

de la reâifi- * ^ ' ^ 

cation d'une prîfes depuis le centre. Soit l'équation de cette hyperbole 

hyperbole j^^ T>.rr/ 

dont le pre y y =: xx — aa^ OU 2 ayy =p xx — aap. Différen- 

mier axe eft f . ... , 1 j> x 

14, &iepa- tiant cette équation > il vient 4aydy=:2pxdxy doà 

xametrep. i> . j P j a^ j ^ ppxxdx^ ffxxdx'' 

-^ lay ' -^ ^aayy lafxx-^xa^f 

__ fxxdx'' , fubftituant cette valeur de rfy* dans la 
formule de l'Article x ci, du = ^dx^ -^ dy* ^ on a 
V-d^-A-p.xé.' , „„ rf, y^^^'JI^ , „„ enfin 

dx y i^"*" ^^ — ^* I^^*^ l'élément dune hyper- 

V XX ^ a a 

bole dont 2 a eft le premier axe , & /? le paramètre de 
cet axe« 
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Faifant comme plus haut -^ =3 ^ , & ( f •+■ i) x xx — 
aa==azf on changera par les mêmes opérations que 
celles qui ont été faites pourlcllipfe, la différentielle pro- 

pofée en celle-ci -— 4=^^ . DîfKrenrielle 

%y/{zz -h a^qa xz-qaa) juiendépend 

On trouvera de même que — r — — dépend de menu 

la redification d'une hyperbole dont le fécond axe = 2^ , 
& dont le premier axe 2 r doit être tel que rr — gg = ±fr. 
Les deux demi-axes font donc g y & r = Hh -^ H^ 

y^ —^gg* Les abfciffes x prifes depuis le centre ^ à 
caufe de û=z^ y font égales à H — v^(^^-^^g) ^ 

C C V I L 

Remarque. Si on prend l'hyperbole par rapport à Elément d« 
fon fécond axe DKd y nommant ce fécond axe 2^, le pjrapporti 
paramètre de cet axe ^ , labfciffe prife fur le fécond axe Xy axe,^^^^*** 
l'ordonnée parallèle au premier axe y y Péquation de ITiy- 
perbole par rapport à ce fécond axe fera — yy=zxx'-\'bif; 
& en faifant les mêmes opérations que pour le premier axe y 

on trouvera du = dx y^ / JL ^- j 1 xx-^-hh : faifant 

-T=^> & {q^\)y.xx'>fbb=^bzy on trouvera la Donne it 
même transformée que ci-dellus ; on nauroit donc par rentieiie que 
ce moyen aucune nouvelle différentielle réduûible à la ^^^^ 
reftification de l'hyperbolet 

Ce îj 
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CCVMI. 
Différentielle COROLLAIRE, Si la difFércntiellc propofée étoit 

quidépendde dzi/z i-rr^ -ii 

la redifica- -—===: y en Comparant cette dmerentielle avec 

non de Thy- r ««-^g 

perboleéqui- àzVz . ^ , 

latere. — on voit que /= o , on aura donc r r — • 

ggz=o OU »'^==^^> c'eft-à-dire que les deux axes font 
égaux ; la propofée fe rapporte donc à la reâification d'une 
hyperbole dont 2g eft Taxe» 

ce IX. 

Autre diffé- Pour trouver Tîntégrale de , 

rentielle qui vb b -¥ fz -^ zz 

fe ramené à Tr« ^^ •! i ^^^n i/"*" 

la reâifica- Je fais 2 = — , ce qui donne dz=^ -^ ;V z =: 

y ÏL 9 ou -— z ; zz=s — . Metta 

y 2, zz leurs valeurs en ti ^ on a 

y^bb ±fz -- Jtz 
bbdu h bbdu b 

" " "" ^^ = ■ " ^ "" ^ >^ = enfin 
"' /^'^" . Cette différentielle eft la même 

mV u . Vu u±fu'-bb 

^1 p. "u'^ du ^ bbdu , du Vlî 

que la fuivante — 7= — — H- • 

La première partie de cette différentielle s'intègre fans 

ws^\^^ n^^ ^^ ^ - u^ au - bbdu ^ u* du - bbdu 

peme. L.ar on a ■■ ■■ _ — == — . 

uV^ u ,y^uu±fu'-bb «" Vuu -j- fu-- bh 

. j,, ^Ifdu j bbdu iX J" 

p= "^ = " ^ , dont il eft aifé dq 

.- " Vu -h f 

yu — '' u 



tton de Ihy- ,yr-TT ^ ^+11* x. i 1 j 

pcrbolc. >^ li , OU -— z ; z X = — . Mettant à la place de 2; > 

u Vu "^ , •/• — 



I. Partie. C h a p. XV, 2oy 
trouver Tintégrale, Car faifant u ^f = 2; , on a 

du -A ^= dz; donc il vient = dont l'intégrale 

cft — ^y^z; donc en remettant pour z 6c dz leurs 

valeurs, l'intégrale eft — \}^-^±f^''^^ . Uintégrale en- 

tiere cherchée eft donc — ^ — ««±/«- \^^__^ 



Vu Vuu±ftt^bb 

Or ce dernier membre qui eft fous le figne /eft rédu£Uble 
( Art. ccvi. ) à la reâification d'une hyperbole dont les 
deux demi-axes font ^^ & H;^ ^ -4- ^/ IL ^bb . Donc 
la différentielle propofée eft rédudible à la redificatron 
de rhyperbokt 



CHAPITRE XV, 

Des différentielles dont Vintégration dépend à la 
fois de la rectification de Vellipfe & de 
celle de Vhyperbole, 

C C X. 

Problème i.I Ntégrer ^^ . Preiaîe» 

* ^ V~*,V" b±fz-zz ««»P>« ^ 



Solution, b* -^^fz — zz ( les fignes de bh & riejies. ^"^ 
de z z étant difFérens ) a deux racines réelles 9 l'une po(f- 
tive & l'autre négative. Je les représente par a r— z, 
tn-^z\ la propofée devient donc -7= — ■ ^ * t 



d» Ç m ■+■ z X -^ 

m Vl \ K C« -a /x (,» + «; K(a-»)x(m-*-«) J 
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en faifant les rédu£lions ordinaires * m-hz 



dzVx dz V^m-^z dzV^'^ 



mV^Xa^z) X (m-f-2) tnl/^ z . V^a-z m V^bb ± fz - zz 

Or le fécond membre de cette différentielle s'intègre 
( Art. ccix. ) par la redification d une hyperbole dont les 
deux demi-axes font b ai '^ — '^ A en fuppofant — -H 

bb = AAy & par conféquent J/^ —^bb=^Â. Pour 
intégrer à préfent le premier membre de la différentielle 
transformée , je fais m H- ^ = :v ce qui donne i^ V^ x = 
y^x — w , 2°. dz=:dxf 3^ y^a — z == ^^m^a — x . 
Subflituant toutes ces valeurs on a * K * 



m V X - m . vm -+-«-* 
dxVl^ dxVT 



mV^ mx-k-ax-xx-mm-am-^mx my^(^a'+- xm) x-xx-m {a-^m) * 

Cette différentielle fe rapporte à la redifîcation de lellipfe 
( Art. Ccii. ) : la comparant terme à tçrme avec la différen- 
tielle de TArticle ccii. — ^^ y om mxa'^m=s 
gg i a -^2 m =/; les deux demi-axes trouvés ^ > & -7- 
-f- J< ^ — gg deviennent donc V^ m {a-^m ) 6c 
a -+- 2 m -4- y^aa^ ^am-^^mm — am — mm y c'eft- 

à-dire, ï^m(^-*-m)& a^m . Pour trouver à préfent 
ceux de lellipfe en queftion ici , il faut chercher les va- 
leurs de ^ , & de m . Pour cela j ai d*abord Téquation 
fuivante ^^bh^fz — ^^ = >^(^ — x)(m*4-z); ce 
:qui donne par la comparatfon terme à terme am=^ bk 
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& a — m^=r-^f. Ncos ivc:=s cnccre ll:p'pcfs^ ^^ -r- *r = 
A A , donc ^ == A A — bh =^ A A — ^m =^AA — 
aa +/îf f ce qoi donne :+: -7- -*- -^ = -»• Mettant 
cette valeoc de m dus m. — m =/, on aura -4- -i- ^ 
A — f=s^m on j» = ^ Y" -H y/ ; donc tf-t-m = 

\-^ ^ 

^/^"^ 2-^. /yf I+I-^l qoi font les deux demi-axes de 

fellipie cherchée* 

CCXL 

Corollaire. Si Ton a -— : — _ ^ — , il feoc 

ellâyer fi par des transformations on ne peut pas ramener 
cette différentielle à quelqu'un des cas précédens. Pour 
y parvenir, je fais z= — ; ce qui donne en faifant les 
mêmes calculs cpie nous avons déjà faits ( Art* ccix. ) la 

transformée — -- — qu on voit évidemment 

Vu .V hh ±fu - uu 

s'intégrer par le ProUême précédent , & dépendre de 
la reétifîcation des mêmes ellipfe & hyperbole. Les demî- 
axes de l'hyperbole font * & ^ -7^ •+- yf , ceux de rcUipfc 

font ^ 2,AA — Af &c nA . On fuppofe toujours A=^ 

CCXII. 

Remarque. Ileft bon de faire obfervcr ici de quel i<'r(r^jttmu. 
u&ge fréquent font les transformations que nous avons ftMmaVvvHr" 
enfeignées dans le commencement de ce Traitt*. KUcs J^"„\!}|)!,\vo'"' 
font, pour ainfi dire , la clef de tout ce Calcul , du moim .'JÎ,7«,C'*' '* 
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le facilitent-elles extrêmement. On voit auflt par les exem- 
ples que nous avons donnés jufqu'ici comment on ramené 
les différentielles dont on cherche Tintégration à d'autres 
différentielles dont l'intégrale nous eft connue. Nous en 
allons encore donner des exemples. 

C C X 1 1 1. 

Autres dîfFé- PROBLEME 2. Trouver l'intégrale de— ^^ 



rentleiies qui V^ « • V^ zz -^ If h ±: fz 

font dans le SOLUTION. Ce Problème a deux cas • le premier 

cas des prccc- *■ 

dentés. lorfque le trinôme ^^'+^A+/^ a fes racines réelles, 

le fécond lorfqu'il a fes racines imaginaires. Examinons 
ces deux C9S féparément. 

Premier Cas. 

Lorfque zz*\^ bb-^fz a fes racines réelles y je les 
repréfente par z-^m^ & z-^n , quand il y a -^ fz ; 
ôcparz — m ^ z — », quand il y a — fz . Je fuppofe 
n^Wy fuppofition que je puis toujours faire. J*ai donc 

^" ^^ Soit 



l/z.V(^z±fz^bb) j/^- . l^^i'±m). (z±n) 



m^=u ; on a dz^=i du ; V^.ztzsiV^u^rny & 



y^z ^ » = V^« -t- iw ;+ » • La propo(éô fe change donc en 
du d u 



%um ■+- «Il -♦- mm - mn 



Mais comme ( hyp. ) » > iw , la transformée peut être 
repréfentée par ^ . Elle slntégrera donc 

V u,Kuu-±ku^qq 

(Article ccxii.) par la reOification de Tellipfe & de 

rhyperbole 
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l'hyperbole à la fois. Comparant cette dernière difFéren- 

tielle avec celle de l'Article que nous venons de citer, 

on trouve q ue les dem i-axes de l'hyperbole font ici ^, fie 

k \^~k^ • 

!+:~"+" ^ ^î > ^ ^^^ l®s demi-axes de l'ellipfe 

fi>" ^ '^"^^7^ te ^ 4" +«} + *'^^T^ 

dz 
Comparant à préfent — := — avec la tt^ns^ 

dz 
fprmée ■ / oh trouve i^* dans 

V X . Vzz ^ nz -^ mz ^ mn 

le cas de -+-/z .... mn=^bb 

m^n = f 

, ^ bB 

donc ..' »î= — ' ' ' 

m . 

& m -f- »=/ devient mm^bb -= fm 

on bien • .mm — fm -h ii- = iî- — bb 

•^ 4 4 ^ 

ou m^-L^^ IL^bb,. 

t — "" 4 

& par conféquent . . . • n' = -j-^ -^ bb 

donc à caufe dem<;iona mes-Y"-^ "7"""^* 
& ; «^.i-t-^^mr 

^^ • • 2 4 

donc en fuppofant iL — ^^ -— ^^^ on a m = -^^ -/^ 

< d t^ 

Comparant maintenant la transformée ^^ : 

Dd 
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du 
avec --:::: — — % on trouve dans le même cas 

K "S y un ± km-^qf 

de -h/x • . • • — 2 m -4- » = A 

donc — r=— w-f- — 

cette comparaUba dotue auflî — iiim + mii =3 ijq 

donc •••• î**^ ï^— wm-HmiTf 

& en mettant pour m Se n leurs valeots trouvées ci« 

defliis^ il nous viendra • • . ^ =^ VtA'rr-zAA : 

on a auffi ^ — mn-^m^^a* =^ l^f* 

4 * 4 

7— *-*-?-" T"*:!^» 



ou bien • »^i- ^a 



donc . • — s= — •+" f î • 

Les demi-axes trouvés de Fhyperbole f&x**- "r**"ff 

• • • ■ 

font donc ....... ^ = y fA — 2AA 

& . . • • ^ . . — 7» •+• » = 2 yf • 
Les demi-axes de rellipfe font n ^sr J^^ A 

2^ Dans le cas de --^fz y faifant les méme^ calcuW 

que cî-deâ^> on trouve mn :==: bb 

m^n =/ 
21W — n =*=: — . i 

dowc > > ^ == ^fA — 2AA 

& T"^^^ = ~v 

Les demi-axes^ de Fhyperbole font donc 
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éc . • . . • . •• . • m =i ~ — A: 

ceux de 1 ellipfe font ^ . • . » =a -i- -f- yf 

Si dans le cas de — fz y au lieu dé fuppofer qne les 
nciiijes ibn( z — m^ & ^ — i^^ on les Aippofe m — x^ 
& » — 2 , comme on le dok Ê»re lorfque 2 < »i & <;» 
( n étant toujocus fuppofé >> m ) on fera dans ce cat 
m — z = >^ & après les réduâions 6c transformatiqn$ 

ordinaiies: on aura ■ > ■■ ' - ■ - > - ^— ^ >, qui Ib rasH 

porte à la différentielle du Prdblême i. Art. Ccx; 

Pratiquant ici les mêmes calculs que nous avons £dts 
plus haut ^ <m trouve « « • • • • mn =z bb 

m^n = / 
I» (» — m) = ^^ 

Ces ' équations donnent un réfultat qui eft le même que 

le précédeAC Je pafle au cas où lis^ laciaes ibnt imagi^ 

nanres* 

Second C 4 s. 

Si zz'+ifz^ bb a fes racines imaginaires > je com- 
inence par j&ire évanouir le fécond terme ^ en fiiifant 

2 -h -^ =« H 

— ^. * . . ♦ 

Ddij 



EXTRAIT DES REGISTRES 

de V Académie Royale des Sciences, 

Du 14 Janvier 175 tf. 

j[^ OUS Commiflaîres nommés par T Académie, avons 
examiné la féconde Partie de l'Ouvrage de Monfieur de 
fiougainville le jeune , qui a pour titre : Traité du Calcui 
intégrai. 

Cette féconde Partie traite de Flntégration des Quan-* 
tités différentielles à deux ou plufieurs variables , & ac- 
quitte par conféquent l'engagement que TAuteur avoit 
pris avec le public. Elle eft divifée en deux livres. 

Le premier a^poyr objet l'intégration des Différentielles 
du premier ordre , qui contiennent deux ou plufieurs varia* 
blés. M. de iBpugainville après quelques Définitions 6c 
Piropofitions préliminaires j traite d'abord de l'intégration 
des quantités ou équations différentielles qui n'ont befoin 
pour cela d'aucune préparation ; il donne le moyen de 
connoître & de diftinguer ces, fortes de quantités ou équa- 
tions , & de les intégrer. Il paffe enfuite à l'intégration 
des équations qui ont befoin d'être préparées par quelque 
opération particulière ; & comme pour l'ordinaire > cette 
opération confifle à féparer les Indéterminées > M. de 
Bougainville > après avoir enfcigné à conflruire une Eaua- 
tion différentielle dont les indéterminées font féparees, 
donne différentes méthodes pour féparer les indéterminées 
dans une Equation propofée > foit par la voie des multi- 
plications ôc des divifions > (bit par celle des transforma- 
tions. Le premier ufage qu'il en fait > a pour objet les 
Equations homogènes y & après avoir montré comment 
on peut conflruire ces équations dans tous les cas ^ il 
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& en fuppofant ^uu^AA — » 5= r / la tràrisformée 

fera y ■ »•■•_' * ■ --^ ■ " • ^ qui s'intcgre delà inêtete iiia- 

niere quq la précédente. 

Pour ce, qui regardé les denii-axes de rellipfe 6c de 
l'hyperbole dans ce cas y nous ne nous arrêjter6;is pas à 
détailler .tous les calculs, néteftaires pour les "trouver , le 
leàeUr doit être iufèfàmment exercé* à fes faire lui-même. 
En Itippbfanc , bômme nous' l^àvbns dit7 -tr-i:. hh'^^ r-AA^ 
il trouverc( q)ie les deux demi-axès de l-h yperbol^ font A 
{f^Z^L^ ^.i&: ocÛKcdé 1 cHipfc 2Ô, & »^34x.(±;{-r*-'^j 

?= y^bb'^bf^ ;..! -1. I 

ce XIV. 



àZ' 



Problème,?. Trouver Fintégrale de y,rJi\L ■ ^^\ • Troîfîeme 

SoLU'FiON.-La qu antité ^^ fz — bk — zz p eut avoir 
cette autre forme J,/^^^' — bb — /^ — ^ h* • -l^^ ^^ 
confulérant :fous. cettç forrpe ^ ,on^ remarquera . que 
fh ^> eft <Jf^i .lar difféjrpntie^ô îpHrppo^^ -eft; imaginaire j^ 
j^ -pafipof^fiéqi^t)^ fans incégr-ale:^ donc pqur ^e le Pror 
W^me Cpit poJQTibla , il faut que fzmkk. — zz- ait fes- 

râçiruçs réçUes.^ J;e les fuppofe a — îÇ. fc x~f 5 1^ pfQpor 
\^ dz dz ' 



*»f^ 



Je fais à — i « Il ,^ donc '^z^^ — du^^.éiéi après Iteîi 

" ■ li' . ■ * ,'» . * ' -..",■ ■-.... j 

opérations ordinaires on' trouve la transformée 

^ ■ :rr^^dM ■ ■ .- ■ —.du. ..;....: 

■■ i" sss ■ ■ m 



j-ïi'.Aïa.-: 
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mais a doit toujours être fuppofé >Cf eu a — z èc z — t 
doivent toujours être pofîtifs ; H lun des deux ^oit négatif^ 
la diflFérentielle feroit imaginaire , ce qui eft contre ITiypo- 
thefe. S'ils font tous deux négatifs > il les faut changer en 
z — a y &c c — z qui ne diflférent de a — z àc de z — c 
que par le changement des fîgnes i donc a:>^z & «> r, 
donc a> c i la propofée peut donc être fuppofée égale à 

qui s'intègre; par le Problème a. 



Vu . V gg ±ku + »m 

Pour trouver les demi-axes de l'ellipfe ^ de l'hyper- 
bêlé) j'ai d'abord en comparant lés deux. puenneres difii^* 

rentielles 4 *+• c. ==!= jT ; . 

ac ^= bb , 
Je compare enfuite les deux dernières > cette comparaifon 
; me dorthe , • . . • • • . «» — »c'fesss-^jj 

^àonc * V • • ■••.•':t>^?> 

donc Iw racines fcnt réelles. Dépkis « "*> * ^ané ±a"^ci 
jBc k poBttif. Cômparaivt' mûntiéhant Âbtre tnï^fàfméè 

avec -r 77 — < r . ..^ donc >3e< 



âeirti-axes 6ht «e trouvés (Art ccxiii.i>°. ^. ) > ^ g >-**/ ; 
H^-i^ âyàûtibs iraicines r^les"^ fttfimt v^-^^b^.?- *>*'^g;^.p 
o n trouvera que les demx-axes de l'hyperbole font 
Vk'A''-'2A'A' àct — Â', & que ceux'de l'ielJipfé 

font V2A'A''^:^'k, Se A' ^ -^ : ot k^ za-^c. 
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d onc pour A' U k leurs valeius «a ^ 6c ea/V £c &iûnt 
^ -^ — ffzsiAi on trouve que les denii-axes de Thy- 

perbotefbnt a^^f & Y fA — 2. A A, & ceux de rellipfe 
font ^, & -^ -+- /^ . 

ccxv. 

F R o 1 L KM » jf • Trouver Tintégrale de _ - - ■ - -..^. -^ • Quatnemt 

* ^ ^ 'Vàz^hb»±rz " exemple. 

SoLUTioi^. Le dénominateur afes deux xacxnes^ 
réelies > ou il les a imaginaires. 

P R E M l E R C A s. 

Lorfque zz^bb ^^fz a fes deux racines réelles > elles^ 

feront z-H^, & z-+-r dans le ces dc^fz, & z — a^ 

z — c dans le cas de — fz^ A préfent il eft évident que 

dzV7 zdt 

,^ =r = ^^ ^ ■ -^ =1 • Je tais z -+-« 

V ZZ'±fz-f^bb V Wi ^ V ZZ±éiZ^êZ + uc "^ 

^=^y9 en (uppoÊmt #>»il^ on a i^s^^^a \ àztia^iy\ 
;&H[;^==y--^^±^« Subf&uant ces valeurs de z oi» aura 



comme par la fuppofîtion c>a, on voit clairement que 
ces deux diflKrentîdles peuvent fe tepréfentcrpar les deux 
fuivanttfs ; ^ ^ ^l ^.^ & — - — Z ..,,, ,,.>,^ ^ Jg^ ppç»^ 



im 



miere defquelles fe rapporte à l'Article ccvi. > & la fe-- 
conde au Corollaire du Problême i« Art. ccxi« 



TRAITÉ 
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C ex VIL 
Second Cas. 

Lorfque zz^fz^ii a fes deux racines imaginaires ^ 
on fait d abord évanouir le fécond terme en Êtifant z ± 

~ = » , ce qui donne dz=^du y l^z = ^ u^-^i 
* — ff * 

ax==»«-l-/»-+-ii-j on aura donc la transformée 

- — : & en faifant Bb — î^^^ AA.'û. 

4 



du^ u'-^. — udu^ -î- du 

vient ^ -= -> _ = — j comme 

^uH-\-AA *^ u^-L..Vuu'^AA 

il eft évident en multipliant haut & bas par « ^^ -=^ 
ce qui ne change rien à la valeur. 

Soit à préfent » -f- V u»->t~AA=szy'^ donc »» — 
xuy^-yy^^uu-^AA, donc f»=; ^^ " "*"* 

& du=: ^xyyi'AA, 

on a aufli .... f^uu-hAA = ^^"^^^ • 

*/ 



£c de même . . . , '^ « -h ^ = -■ .— • 

» K ijr 

La première partie — == de la pro-. 

^u^:^*^uu-¥-AA 

IJL X y* — A* 
pofée devient donc -7====== ==r=i =* 



rsitB TsiAifE^Du Calcul tifTB^oÏALi 

xy^ -^ J xy t-yj "^-^ 

Vyy-AA^f, yy-t- AA ~~ Vyy-AAZjify 

vry -y ^-f 



Vl^yl. ,^yy-AA:^ff V^ . Vl. Vj.j,*'^ . v'PT3T=yj 
iyVy AA^y ^^ ^^^^ 



VI ,Vyy~AA+fy ^l . yV^ . VJJZTI^J 

"H: tonde partie ^ : — sss de taêiné 

"^yy-AAl^fy yy -^ AA ^^ ^ yy - AAZf^fy ^^ " 

. "^ ^ ^ ■ . La transformée entière eft donc 

^•^7 .^yy-AA^^fy 
ày^y AAày * -— fày^ 

V\.Vj^ZrAÂ^y yi.y'^y.'^yy-AA^iify Vz.Vy .Vj^TAj^Tf^ 

dont la première partie slntegre par l'article ccvi^ ,, la 

féconde par l'article ccix. ^ ôc la troifieme par l'art, ccxu 

Si quand on a z ^ — fz -^ bb ^ z c^ < -— % enfqrte 

qu'il faille fuppofer — — 2; = « > alors en pratiquant ce 

qui a déjà été fait ( Problême 2. ) dans un cas femblable f 

on aura (en faifant ^ uu^ AA — «.=7) la transfor- 

_, r- àtVT AAdt 

mee fuivante -n — - — — -= 71 — _ — 

— -^z dont les trois parties s'intègrent 

de la même manière que les trois ci-deflus* 

I>ans le cas préfent des racines imaginaires , Fîntégratîon '- 
de "^^ ^ — dépend des mêmes ellipfe & hyperbole 
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Utié -= — ^ ^ — en feifant les mêmes fuppofitionst 

CCXVIÏI. 

Corollaire ci^NéRAL* On doit conclure de tout ce 
que nous venons de dire pour réfoudre les Problêmes pré- 

cédens que Tintégration de la différentielle — — 

V^a ± bz '± czz 

dépend toujours de la rcâification d une ou d& plufieur^ 
feélions coniques. 



CHAPITRE XVI. 

Suite des Chapitres précédens fur les différentielles 

dont V intégration dépend de la reBification 

des feclions coniques. 



CCXIX. 



+; 



s Oit cherchée d'abord Tintégrale de ""^"^ .^_^rJ!^t^l, 

^^ ■+- b» -+- cxx les plus gêné* 

n étant un nombre entier impair > ôc a^ b 9 c, des coeffi- raïuu 
ciens quelconques. 

Pour réfoudre ce Problême i^ prenons la différence de Prcmîct 

-.• ,yr : — ! ^— 11 /. exemple. 

x^ ^ r a^bx--^ ex X , eHo icn 



px^^^ dx X {a^ bx^cxx)^'^x^ x -^ 



— dx^ cxdx 



/?>'*' dx X {a^hx^cxx^ -^ x^ . <^ — dx -\- cxdx^ 

L ■ ■ ■ I — ~ 

|/^«-t- bxr^ QX^ ... 

Eeîj 



àao Traite^dit Valcvl ts-m'oRAù 

V a^bx^cxx 

On voit par cette diflférentielle que l'intégrale de 
^ J^^ ^ -^ eft égale à celle de x^ ^a-^bx^cx^ 

y a -^ bx -^ cxx 

(±-^bp\xfdx^(c^cp)xf^^dx ,• • 

va + bx --h c X X 

•ft. . .,. A \ \ ( — '^ bp) x^ dx • ', 

aire moins 1 intégrale de ^ , & de 

ic^cp)x^'^'dx Va^bx^cx^ 

,^ ■— i elle dépend donc de ces deux der- 

nieres- Donc en général Tintégration de ■ ^ '^^ ^ 

-.^-1-1 , Va-hbx-hcxx 

dépend de celle de f — ^ & de celle de 

^^^+^^.H,T^ ' > ^^^^ ^"^ î ^'^^ P^s = I ; car fi ^ = i ,. 
P—i^ — iec p=:.^L^ ac -^-t-*/^ = 0. 

Donc en donnant fucceffivement différentes valeurs à 
q y on trouvera que toutes les diflrérentîelles — ^ x 

1 x^Vx 

^jT ■ y ' q étant un nombre entier oofitif* s^în- 

V a -+- bx^.cxx ^ ^ ^ 

tégreront auffi-tôt qu'on connoîtra l-intégrale^des diffé-- 
rentielles & "^ ^ que. 

V X .V a -^ bx-^ cxx Ktf-t-^jf-f-cxr * 

nous avons appris à trouver dans les deux Chapitres pr^- 
cédens- 

C C X X,, 

On remarquera que l'intégrale de 



àx 



J» dépend que de — i car alors ^ = -h < 



h Partir Chap. XVL slh 

te par conféquent — -+- ^/? = o , donc la première 
dîâfécentielle s'évanouît. Âinfi il ne reile que la féconde 

à laquelle répond ♦ On prouvera anffi 

y a •+- hx -^ c X X 
H -4- 1 — i- 

X * dx II r j X * dx ^ , 

que dépend de & de 

V a H- bx -f^ cxx Va-^hx^cxx 

X * dx 

. Car comttie nous avons vu ( Art* précé^ 



-. i t 

X ^ d X X d X 

dent) dépend de & de 

X * d X X * d X 

r- : de même dépend de 

l 1 

X * dx o j X ^ dx o j ^ 't 

> & de -7====r= &c* donc réci-f 



K^tf -f- ^ » -H ff * * l^a -h b X '■^ c XX 

proqucment» 

CCXXI. 

On peut encore s'en affurer d'une autre manière eil 



du 



faifant jc= n " ; ^ a: =±3 — — , ce qui donnera la; 
transformée fuivante — ■ >. y qui dépend^ 

K wi 4- nu -^ quu 

• i. , 

comme nous venons de le voir > de ■ — n=r oC 

K wi -f- iiK -f- quu 

de , c eft-a-dire > de oc 

Vm 4- Mil -f- î«« K tf -h ^* •+- <?**• 

fde t: — 77===^ • 

K * . Va + bx -f- cxx 



àzi Taaïte^ DU Calcul inTE^GRALi 

CCXXII. 
Différentiel- COROLLAIRE I. Il fuit dc là que rintégratîon de 

lesquidépen- 4.» p %. ^ r 

dent de i^x^xdx.a^bx-^cxx'-p étant un nombre entier polL 
précédente. dx }^x . dx 

tif, dépend encore de — ^ & ,— = — ^. 

En effet fi on multiplie la propofée par / "^ ^ * "^ "" "" ^ t 

elle deviendra compofée de diflférentes parties de la forme 

x-^dx 
de ; donc &c. 

r a -f- ^* -f" cjfx 

CCXXIII. 

Corollaire a. Soit cherchée l'intégrale de 
X dx . X * dx ^ p Se n étant des nombres entiers po* 

fuifs. On fuppofera ^ ^bx-hcxx ==^~* ce qu» donne 
xz = a-^hx-^cxx ou ««-+- — I — = — — , donc 

bx - XX j^ ^^-f-8Z g* 4 ib-hsz 

** ■* ; — ""tt; — ^'^JT — — r "*" "TH 

Il , ou * = ^±i + J/'--i-H-/i-iir. 

ICC ^ ic — ^ c L *^ J 

Par le moyen de cette valeur de x on trouvera celle de 
dx; &c en faifant le$ fubftitutions ordinaires^ on aura une 
transformée compofée de diflférentes parties intégrables 
chacune féparément par larticle ccxix. & dépendantes 
par conféquent de nos deux diâférentielles. 
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CCXXIV. 

X X ^ dx 

Corollaire 3. Si on avoît ^ j, on 

a -f- ^* 4- r»x * 

feroît ;c =5 — , ce qui donne x"^ =iu^ , dx=i — —^ 
& enfin la transformée fuîvante ■ — Jï quj 

m -h ii«i -f- g»* * 

slntcgre par Farticlc précédent , excepté dans le cas de 
f =: «4- I que nous allons examiner. Donc la propofée 
dépend de ^^^^^^-^ & de y,^^^yi\,^,,.^ y 
ou ce qui eft la même chofe • de -77 — ^^^^ r & de 

« uX X * 

Dans le cas de /? = -4- I la propofée eft — ^ 9 



Onfuppofera — —7 = — ^ ce qui donnera comme 

* *^ a -+- ^x -f- cxx z / » 

plus haut X = ^ l/^ ^ 9 

J ^ dz —. bdz — z dz . ^ 

^ a: =: H 1 ■ , & aufli 



n 

^ n 



= 2; * : donc en mettant pour 

4 -+- ^x -h rx* ^ z *" 

X y dx y &c. leurs valeurs en z & ^z, il nous viendra la 

_ 1 f ^ li 3: (^ — ^) ^g 7 

transformée ûiivante z • x < **" lir "+* |r/ T^^^^^V* ( ' 



a^ Traite^ bu Calcul ivte^graù 
Je multiplie le haut & le bas par "^ — ^^ Mf 

J/^ "^ "T **" *( 'TT } * > ^^ ^"^ réduira le dénominateur 
à une conftante , & la transformée fera en partie întégra- 
ble abfolument, & en partie intégrable par les Articles 

C c X I X, & ^ c X X ï I. en fuppofant l'intégration de 

dzl^I ^ , dz 

& de 



c'ell-à-dire dç nos deux difFérentiellçs çti (jueftion* 

ce XXV. 

c o R o L L A I R E 4. De là il fuît que x "'^ dx y. 

p 

{a^bx^cxx)—'^ dépend de l'intégration des deux 
différentielles ^ ^ x ^ 



y^a-h bx -hcxx y^X . l^a -h 6x -^ cxx 

c'eft- à-dire de la reâification des feâions coniques. 

CCXXVI. 
DîfFérentielle REMARQUE. Il arrive Cependant quelquefois que la 

qui dépend de n • p 

la reâifica- différentielle x^ ^ dx . (a^èx'^cxx)'^ ne dépend pas 

non de 1 liv- ^ / t r 

perboiefeule. de la rectification de l'ellipfe & de l'hyperbole , mais 
d'une de ces deux courbes feulement. Soit pour le prouver 
dx y^ ^^"^^"^ XX — a a l'élément d'une hyperbole ^ 

Vxx^ 



a a 



foit X -t- ^ X X — 4^=2, & par conféquent x := ^^\^ 
dx= {zz — a a) — ^ ; fuppofons de plus — = q y on 

aura la transformée ^ / (zz^aa)* x (^ •H i ) — ^azz} * : 

faifons 



I. Partie. C h a p. X V L a^f 

fkHbns zz=sau, « = V^^ , dz^=s» * JL $ on aura 1^ 

xVtu 

différentielle fuivante ^'^" x / (tf»H-aa)* x (^H- i) 
— 4tf»«\Ts=en divifànt par j/J, — -~ / ( «H-tf)". 

1/ :^ 

( ^^ -+- a ) — 4^« p , d'où l'on voit que *L_ÏÏL±^^ii2 

dépend de la re£tification de l'hyperbole feule y p étan( 
g- » 

CCXXVII. 

Si on propofc de trouver Tintégrale de x — '^dx^, Secôrt 
. £ exemplcf î 

(a^xx)— ^ ^ p àc n exprimant des nombres entiers 6c; 

a étant pofitif ou négatif* 

X dx 
1^, On prendra _ • Pour trouver Tintégrale de 

cette diâférentielle > comparons-ia avec la formule {X) de 
l'Article Lxxxviii. 

gx dx {a-^ bx ) = -^ X — »* 



~C ;ï+-1 J^ — '^fi'' dxxa-^bx J. 

•— ôcc. on trouvera ..... ^ sa i 

m = ^ 
b = i 
n =i 2 

^ -t-l 



fiuCuit ces fubftitutions dans la formule , on trouver4 

Ef 



aa<i? Traite^ pu Calcul i tr t b^j r a £i 

lïnt<fgrale de p== = (3-m)« ± (j-hi). 

jT , _ =: : d'où l'on voit que fi. on fuppoie ^ ==: — ,^ 

ifc étant un nombre impair pofttif ou négatif, > _ fic 
" ^ _ ■ dépendront toujours Tune de l'autre^ Donc 

'p^ _ dépend toujours de .^ _ , c*ieft-?i-dire dd 

la rectification de l'hyperbole^ (Art. ccix.) & quelquefois 
' <de celle de i'ellîpfe. " ■ -^ - - 

2?. x^-^^ dx (^a^^xx)^ en dépend au ffi '^ parce 
^u*il n*y a quà la multiplier haut ôc bas par y^a^xx ir 
ce qui la changera en une fuite de termes jde Jia forma 

i-hiA . • - • .- ........ 

x^- dx 
bx - ■- " .' .. -•■-•.> 

s"*. On prouvera de même que ^ _ — & 

dx . ;c'"^-*'^x ( ^ ^x x)'^ dépendent de ■ _, ,•>-:=— * 

c'eft-à-dîré (Art. ccx. & ccxiiu) de la reâificatibn dd 
lellipfe fie de Thyperbole. • • 

X ^ 

4^. Si on prend la différence de j f m &c g 

(a^xx)' 
iStant des nombres impairs > Ôc m pofitif ou négatif > oix 

m m ^ 

mx'^^.^ dx gx "^ ^ dx 
5|ura r- ^ j4- — j — • } ce qui nous 

. . ^Çi.a^x^)J ..:2,(^aZï:x^}^t^ . . :, .„..: 
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montre que l'intégration de j dépend de celle 

±| + » . (a'^^xx)- 

'^e ^ '■' -^ , & qu'ainfi (ri^. i , 2, 3 du préfent 

■ >-' — ' •• - -i-'i " • 

{a~i^xx) » ^ 

Article) elle dépend de -yL==: & de -ri — » 

, GCXXVIII, 

Corollaire i. Puifque *-" i;c.(<j-4-«*)"" * Autresdif- 
dépend ( Art. ccxxvii. ) de la reaification des feûions S'^Sé- 
coniques , il s'enfiiit en feifant a'^ xxr=suu ^ que l^^^^^^otn 
(*:^««)(±^-*:^'*'x«±^ + ';rf» en dépend aùfli\ If^'*"'^ 

& enfaifant »= — 5que(*Hh^^)^ * x y^^'^'^"^ dy 
...... t ^ ■ ' -4- ** - « ' 

en dépend encore : donc en général {.a^byy ) "" ^"^ x 

y ày ^ & .( arh *^> )-*♦•"• xji^ — *" d[y en dépendent» 

CCXXIX. 

C Ô R o L L A I R E 2. Si la propofée étoît {ax^h)^ àx 

X (/H-^;c*f-A;cAr Hh :c' ) — »■ , n exprimant un nombre 
entier impair, & /? un nombre entier pofitif quelconque, 
dans ce cas comme ( Art. LXXXV.Introd.)/-+-^:v-t-A;cA;^A;' 
a toujours au moins, une racine réelle y on la fuppofera 
r + ^c = z ; faifant la fubftitution , on aura une difTéren- 
tielle compoféo de Hiflférens termes tous intégrabies pat 
-^Article ccxxvt 

Ffij 



Sa Traite^ DU Calcul ïhte^graU 

XVI. 

Solution gé- Corollaire. Donc en général la difFërence dé 

îlcief^'"^/^^^ , y étant fuppofée variable , fera dyf^ dx; dans 

cette quantité, -r— exprime le coefficient qu'auroit dy 

dans la difFérentiatîon de la quantité A • Ce qu'on voie 

aifément par Texemple ci-deflus. 

Après la folution de ce Problème , paffons à rexpodtloflfc 

*' de la méthode. Nous l'appliquerons d'abord aux quantité^ 

& aux équations difFérentielles qui ne renferment quo 

deux variables ; enfuite nous l'appliquerons à celles qu| 

tfn renferment trois ou un plus grand nombre» 

f. I> Expofition de la méthode appliquée aux quantités 

& aux équations différentielles qui ne renferment 
^ que deux variables. 

X V I L 

Théorème T H É OR E M E. Si on diïFârentie une quantité telle quS^ 
amcnta . ^ compofée de deux variables r & « , en fiiifant u varîa-^ 
ble & i confiant , & qu'enfuîte on différentie la différen-^ 
tiellè qui en réfulte en faifant t variable ôc u confiant^, 
on aura la même quantité que fi on difFérentioit d'abord 
A en faifant u confiant &. t variable , & qu enfuite oif 
différentiât la différentielle qui en réfulte en faifant r 
confiant 6c u variable. Par exemple, foit A= K^(r*-+'««*)* 
DifFérentions cette quantité en fuppofànt t confiant, 1^. 
différentielle fera ,^" " , • qui différentiée de nouveaux 
jw traitant h comme confiant • donne r ^ 
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== ludti j on aura une transformée u '^^ dH(b'^uu)^^ ; 
ce qui nous montre que k étant un nombre entier poiitif 
ou négatif 9 &c n un nombre entier pofitif & impair^ là 
propofée s'intègre ( Article précédent) par la reûifîcation 
des ferions coniques ^ & qu^elle peut s'intégrer par cectç 
reâification , n étant impair 6c négatif* 

CCXXXII. 

Si on demande Fîntégrale de x^ dx {f-^gx^hxx) 7 , exJmpie!"* 
p étant un nombre entier pofîtif & n pofitif ou négatif j 
je la trouve ainfi : 

Je fm f^gx^hxx =^z^ i donc ««•f-Cî^.llL 

Mi d H 

& en faifant z* = «n , on aura ^ Jif = i; 



& on trouvera en faifant les fubftîtutions une transformée 
întégrable par des arcs de feûions coniques. 

Si ^ = o , Tintégratîon ne le fera pas moins de la même 
manière ^ p ai n étant pofitifs ou négatifs* 

CCXXXIIL 

dx 
Soît encore la différentielle ^(,,^,,^,,,^,^,^^^,^ Quameme 

dont on cherche l'intégrale.^ Pour la trouver^ je diftingue ^^™^^' 

deux cas ; car le dénominateur a fes racines réelles oa 

imaginaires. 

1^ S'il a des racines réçUes, je fuppofe que mx^^n en 
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les trois dont les différentielles fe trouvent dans ces trois 
termes. Donc en pratiquant ce qui a été dit (Art. xxxiv.) 
pour les équations à trois variables , on voit aifément qu'on 
aura autant d'équations à vérifier comme --j— — -j — ^^ 

Adp BdA AdC , CdA ,.| j • ' 

-3 J J — •+• -3— =5 0, qu il aura de manières 

dz dz dy dy ^ ^ 

de combiner trois à trois les fondions /4yByC,D,Ey &c^ 
Lorfque toutes les équations de la même nature que U 
précédente, venues par la combinaifon des termes Adx^ 
Sdy^-i^Cdz'^Ddu -4- &c. pris trois à trois , auront ea 
même temps lieu, on pourra rendre Téquâtion propofé^ 
une diflférentielle compjtte» 

t XLIIL 

'Remarque. On peut cependant abréger le nombre Ce nombre 
âe ces équations à vérifier, parce que quelques-unes fui- ?<îh^fe"dmui 
vent néceflàirement des autres. Pour le prouver je prends ^"^'' 
Véquation à quatre variables Adx^Bdyf^Cdz^^^f^^l^ 
'Ddu=so . Cette équation par la combinaifon des quatre ^^^^1*5"^ ^*^ 
lettres A y B, C^ D prifes trois à trois me donnent leç 
x^uatre équations fuîvantes : 
^ 1^ Adx'^Bdy^Cdz=^o 

2?. 4dx 4- Bd,y -4- Ddu = 

3^. Adx ^ Cdz ^ Ddu ^ o 

4^ B dy ^ Cdz ^ Ddu =^ o 
De la première équation on tire en fuivant le calcul dâ 

«»A • 1 «^ fi<»^ ^àB , AdB BdA AdC /^ 

V Article xxxiv. -; 7— H — 3 ^ -. H 

^, . dx dx dz dz dy > 

-J— ==■ ; la iTeconde nous donne en fuivant le mênj^ 
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' *g^^ "^gg^^ . donc enfin prenant la racine quarrée 

Le dénominateur devient donc K^(p^iX -J ^-f* ^ f' . « .. ■ 

- 'J ^'^ -*• r-rr y •»• '* {^'V' ± : 

ï4->î&— '^,1-i Réduifant cette quantité , elle devien* 
ceUe-ci yr, Vfz^i x S iÙ.ziÉ. h- «p ^ 
^P^ilZl^^qziy, On a aufli dx ^^± 

J'dz — Udz±^g'zdz 

.. ^ , - • La transformée entière fers 

donc >■ ' ' ^ y^ : ^ 

je mukiplïe-cette-xiifféiïintielle haut 6c bâs.par ^^'l~ ^ H- "^ 

Zfl g y^ ~~^ "+" "f ^T7" V * *^^ ^"* "^^"^ '^^ dénomina-» 
teut S5= v^2 . >^(<P2-J-i) X I (^7^)' -+- aJ^ X 
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-^^ I =s ( en effeçant ce qui fe détruit ) Vz . V<iz-\-i * 

^ {.^^ — ^ "*" ^IT } • ^® numérateur multiplié par la. 
itaêmc quantité devient ~ x F ?!EW ^ ilzB^të^ïy. 

On Voit en effaçant ce qui fe détruit ^ que cette qùafitité* 
fe réduit à -^ x ^ / cT J^ — ^ ^^\ . La transr 
formée eft donc "' , 

=^ — Tirr - ' ' "~^-- ,^ - " ' . Pour 

intégrer cette diflférentielle, je fais 2 = — , dz =s— .^— ; 

— du 



ce qui donne — ::z =r 



u u 



Kl. V^2 

— du 






" ku 4kkuu 



« -h <ii» 



qui s'intègre par les Problêmes précédens , 6c fe réduit à 
des arcs de ferions coliques» 

CCXXXIV. 
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CCXXXIV, 

Remarque. Il faut remarquer que (î la quantité 
iJ^tT ^— -|1. H- ^^ qui multiplie le haut & le bas de la 
transformée étoit égale à zéro 9 alors la folution ne dépen,- 
droit plus que des logarithmes. Car réfolvant cette équa- 
tion par les règles ordinaires de TAlgebre y on auroit 

V_ £-' = + ^ K-f-t-,4i. d'où on cire ^ = -^ ± 

_^ 

it ( X H- -i- -t- K^ -j- -f- -^ ) • Donc alors la propofée 
dépendroit de la quadrature de l'hyperbole. 

ccxxxv. 

d <f Con(Squen<« 

Si on a la différentielle ^ > ^^^^ ^^^ ^^'^'^ ^^ 

(a-+-^x-+-c**-hex'-h /x* ) r peut tirer. 

pourra toujours s'intégrer par des arcs de ferions coniques-^ 
pourvu que le dénominateur a^bx^cxx'^ex^ '+'fx* 
ait quelques racines réelles : car alors on fuppofera^ comme 
dans la première partie de l'article précédent^ mx^n=iz 

CCXXXVI. 

X -^ dx 



Qu'on propofe à intégrer -^ — 

Vx . (4-»-**) 7 . (c-i-fx-hgXx)'i 

on fera x=-^, dx= — -^, x-^ = -4- ; & en fài- 

|ant les fubflitutions on aura la différentielle fuivanto 

Gg 
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y-f yy 



; donc enfin 



-y^'-'-dy 



_1_ {b-^ay)^ . -L {g-^fy-^-cyy) 



la transformée fera «^L- \ — y ^ 

Ce qui nous apprend que fi l'expofant de y dans le 
numérateur eft un nombre entier pofitif y la propofée 
s'intégrera par des arcs de ferions coniques en &ifant 
Ar «H /^ =s 2 « 



CHAPITRE XVIL 

Des différentielles dont V intégration dépend de la 

quadrature des courbes du troijîeme ordre. 

CCXXXVII. 

Définition T Es lignes du troifieme ordre ou du fécond genre 
du^ troifieme *'^— ^ font celles dans réquation defquelles lexpofant de 
l'indéterminée élevée à la plus haute puiilànce y ou la 
ibmme des expofans des puiflances des deux indétermi- 
nées, eft du troifieme degré. Ces courbes font par confé* 
quent coupées en trois points par une même ligne droite : 
car oa fait que le degré de l'équation qui exprime 1^ 
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nature d une ligne géométrique , eft égal au nombre des 
points dans lefquels cette ligne géométrique peut êtrQ 
coupée par une même droite* 

CCXXXVIII. 

L'équation générale la plus compofée des lignes du Leur formu* 
troifieme ordre eft a^by-^cx ^ kyy ^ exy ^fxx ^ ^^'^^ 
*** <Ç^ ' *** ^^yy "^ ixxy -4- /a:' = o . Mais cette équa- 
tion peut fe (implifîer en donnant aux coordonnées de 
certaines portions. M. Nevton eft le premier qui ait Quels lônt 
écrit fur les courbes du fécond genre ^ un Ouvrage dans très qui ont 
lequel il les détaille & annonce leurs propriétés générales, j^ere"^^ 
Il donne quatre équations auxquelles il les rapporte toutes* 
Ces quatre équations font : 

Quatre équa- 
tions auxquel- 
les fe rame- 
sent toutes 
celles des 
courbes du 
troifieme ot^ 
dret 

Nous donnerons ci-après les quadratures de ces quatre 
équations auxquelles fe réduifent celles de toutes les 
courbes du troifieme ordre. Car quelle que foit l'équation 
dune courbe de ce genre ^ fa quadrature fe réduira toujours 
à Tune des quatre précédentes. En effet tranfportant les 
axes dans une autre pofition pour réduire l'équation donnée 

* Nota. Vovez pour la dcmonftration de cette propofition un excellent Mémoire 
4ç M, Nicole. Mmt Acad, 1719. 



xyy 


— ey = ax^ ^ bx* ^ ex ^ f 
xy = ax^ -4- bx* -4- ex -t- / 
yy =z ax^ ^ bx* '-{^ ex ^ f 






y ax^ -h bx* -4- ex H-/. 


« 




CCXXXIX. 





n^^ Traite^ du Calcul inte^grAl. 
à l'une des quatre formules générales y on n'aura que des 
çfpaces re£lîlignes à ajouter ou à fouftraire pour avoir Paire 
rapportée aux coordonnées primitives ; ce qu il eft aifé de 
prouver ainfi. 
La quadra- Soit donnée réquation •quelconque d'une courbe du 

turc de toutes ^ ^ ^ 

les courbes troificme Ordre BM l Fig. 8, ) dont les coordonnées zCcu 

Hu 3c. ordre v o / 

ferëduittou- font A P ai P M y ( langle qu'elles forment étant quel- 
jours à celle _^. - -, 'tt 1 \ n njr u r 

d'une des qua- conque ) . Tirant la droite AB parallèle z PM , leipace 
précédent^r q^'îl S agit de quarrer eft ABMP . Transformons l'équa- 
tion donnée en Tune de nos quatre équations générales f 
& fuppofons que cette transformation introduife pour 
nouvelles coordonnées ^Q & Q^> l'origine étant en Um 
Menant par les points de la courbe M &l B \ts droites 
Mp 6c Bb parallèles à la nouvelle ordonnée Qk y on 
trouvera par la méthode que nous donnerons plus bas l'ef- 
pace BbpM . Cet efpace étant trouvé , comme il n'eft 
autre que APMB — GPM-\-BAGpby il ne s'agira 
pour avoir la quadrature de l'aire APMB rapportée aux 
coordonnées primitives y que d'ajouter à l'aire connue 
BbpM l'efpace GPM y 6c d'en retrancher enfuite Pef- 
pace BAGpb . Mais ces deux efpaces font reftilignes* 
Donc pour avoir la quadrature de l'aire rapportée aux 
coordonnées primitives y on n'a que des elpaces reûilignes 
à ajouter ou à fouftraire. C. Q, F. P. 

Avant de donner la méthode générale de quarrer toutes 
les courbes du troifieme ordre y nous allons chercher l'in- 
tégration des différentielles générales qui en dépendenti^ \ 
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ce XL. 



Le MME. L'intégrale de r-^ dépencï^^^f^'^^^^"^ 

de la quadrature d'une courbe du troifieme ordre^ la quadrature 

T^ ^ o • I du d'une courbe 

JJEMONST. boit X = . on aura dx = — — - • & ^^ troifieme 

» »» ^ ordredontl'c- 

:^ ^'^ quatîon eft 

la propofée devient ^ -Itl u^ Tmu^^l' 

• — • •' ■:, nu^ . 

. La difficulté fe réduit donc à 



intégrer cette transformée. Pour y parvenir , je cherche 

I intégrale de ^^ — ^ , qui eft 1 élément 

d'un efpace curviligne du troifieme ordre dont Téquation 
feroit uyy = ^-H/«H-fW«*-4-w«*. Car cette équa- 

tion donne y = î-^ — , & fubftituant 

cette valeur dc^ dans la formule de l'élément de Taire des 

courbes ,dx=ydH,on trouve ^-^^^'^l-'^-^^-^nu^) . 

Pour intéjgrer cette différentielle, je la multiplie haut 

& bas par v^(4H-/«-Hyw»*-+-w«* ) , ce qui me donne 

k du ■ ( l d u -^ m u d u ^ n tt^ du) i/T 

\/ u , \/ i k -¥• l u -h m u u -j- nu ^ ) vlk-^lu^muu-^nu^) * 

Voilà donc deux membres qui intégrés féparément don-? 
neront l'intégrale cherchée. 

1®. Je fais dans le premier membre n = — , d'où je 
tnre. ^« = -*- — , y/^ u = — : donc en faifant ces fub- 



Hitutîons 



V a 

kdz 

il du zz 



yu . y {k-^lw^-muu-i-nu^ ) i i/(4z^-h/g*-hmz-hii) ' 

- kdz ^* * ^^^ 

y(n^mz^iz^:^kz^) "P^ ^^"s ^vons VU ( Art. CCXXIX..) 



IL Partie. Sect. I. Chap. IV. 4j 

z-^x i dy =i dz-^dx. Après les fubftitutions , Féqua- «^es transfor- 
tion propolec deviendra adx=zdz^zax; ou adx — ^ . 

^ ^ _ Premier 

zdx = zdz. Donc en divîfant par a — 2,ona^;c = exemple, 
■^— ^ ; équation dans laquelle les indéterminées font répa- 
rées; & qui a pour intégrale x=a — z-\-l{a — x)"^-4-C 
Remettant pour z fa valeur y — at, on aura ap = ^ — y 
^x-^l 1 ;-+-C pour rintégrale cherchée. On 

verra d'ailleurs plus bas une méthode pour intégrer cette 
équation fans transformation. Voyez le Chap. VII. 

LVI. 

Soit l'équation aadx =s x*dy ^ axydy '^yydy ; Second 
Je fais X ^y = z : j*en tire dx^dy =idz. La propo- ^^^°^^ ^* 
fée dévient donc aadz — aady ^=z* dy \ c'eft-à-dire 

= rfy : 1 mtegrc mamtenant , & l'ai y =/ j 

le fécond membre dépendant (Art. cvih de la l'^ Partie,) 
de la quadrature du cercle. 

LVIL 

I 
Si la propofée étoît ( x dy '^ydx) x {a^ — xxyy ) " = Troîfieme 

xdx-^-ydy^ ^ j^ remarque que dans le premier membre de 

icette équation xdy^ydx eft la différentielle de xy & 
que le quarré de cette intégraie fe tvouve dan» la quatiâté 
fous le figne. Je Êiis donc xysszzp 6c j ai pour premier 
membre de ma transformée dz.{a^ — zz)"^ qui eft tel 
que je le demande. Je vois de pW que dan$ le fécond 

Fij 
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V{k 4- lu +- mu* 4- ii«î) — « -^w ^ j^ 



» +- 
%l udtt 



mm fii» 



8 « v" u . r'Cit -f- /i» -+- m«- -+-IU* 






Je fais dans le dernier terme « = — ^ ce qui me donne 
u * = 2»; fi * = i^;ç,j ^11=;— — • Donc j a» 

^du.u — — »ir du , . 

X m kn dz 



77— T — _^i .^L »; r différentielle dont les deux 

membres fe rapportent à des arcs de feâions coniques ^ 
comme on la déjà vu plufieurs fois. Donc en réu- 
nîflant tous les différens membres de la transformée 

v-«.v-(fc4-/.-Hm«».H».») > °" "«"^« q"« 1 intégrale 
de la différentielle "'^^^-^^"t""'-^""'^ dépend de 1» 

l mm 

redification des ferions coniques & de f— — -j^X k 
■— -il^^ . Donc réciproquement l'intégrale de 



-rr^, V -7T dépend de celle de ^_ 

& dépend par conféquent de la quadrature d'une courbe 
du troifieme ordre. Donc ,^(, ^ ^/^ ,,, ^^^,) e» 
dépend auffi. C. Q. F. D, 

Cry\[ t r Cas unique 

^ A. J-i 1. dans lequel 

la démonftra- 

S C H o L I E 1. Il n'y a qu'un feul cas qui puiffe fouffiir ^^^^ ^^^ 
<iuelque difficulté , c'eft celui dans kquel ^ ?= 77 ^ d^Ê*^ 
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OU A.in =^ mm. Dans ce cas ^ 

^ y u 

dépend uniquement des ferions coniques , donc 

du\/ (fc-f-/M-f-mM'--hw«5) duvT 

Vf ' V(fe H- /« H- wf#* -H ««J) ^^ 

Solution de dépendent point Tune de Tautre. Mais alors nous venons 

t4 de voir que la première de ces différentielles fe réduit à 

des arcs de ferions coniques. La féconde peut fe réduire 

,^ la quadrature d'un efp?ice curviligne dutroifieme ordre, 

excepté dans un feul cas où elle dépend de la- reûifica- 

tion des ferions coniques. Voici comme je le prouye^ 

Soient les trois racines de k '+- lu '^ muu ^nu^ ^ 
au -4- ^ , cu^ e y gu •+-/ ; il y en aura au moins une 
xéeUe ( Art. lxxxv. Introd. ) , deux peuvent être imagî- 
nakes y on aura donc (A) " " 



y(k -H lu -h n2i#»-+.|fw5) 

du l/'û 



l^ (.au -h b) .Xcu-t- e) . {gu -i- f) 



y^bef-hCùeg-hbcf^aef) u ■i.(bcg^acf-i-aeg) u'-i-acgu* 

Comparant terme à terme les deux équations (yf ) & (fi), 

<>.n a ...... .^ k = bef 

/ = beg^bcf'^aef 
m = bcgr^-acf»^ aeg 
n =s acg . 
On aura donc 4/» i= ^abcegg^ ^aéecfg-^ ^ace/g, 
mm = bbccgg-^- ^abccgf-^- 2.abecg* -^ a*c*f* '\' 
iia*cefg^aU*g' . L'équation ^ln = mmf qui eft la 
fuppofition préfente , donne donc ^abceg'-^^ab c'fg 
*+. fa^cefg s= b*c*g* rt- zabc'gf^ aabecgf ^ a*c^f* 

-h 
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•♦• 2a^cefg -H a*e'g^ ) ou bien làbti^ •¥- iah^fg -H- 
2 <^cefg -^ 2abce^ -^^ ia bc^fg -H 2 a*cefg- às^f- iVj*' 
H- 2al>c'fg-^2»iecg''^a'c*f* •+^ 2 a* etfg^' à'e-*f r 
donc enfin on a en rédw&nc; (C) 2<i*tf*'^H^Iî*^c'-/^ 
'h2a*cefg = ^»tf»^» -H «•<••/» -4-=«*^^^'-i'"j''^f:ii-" ' 
Soit maintenant «» -K* sa » ,- t)n en tire «r = -^ • 
'd.« =stt —^^i 6cc. La propofée fe change donc en 

dx Vx-b -^ 



haut & bas par''vr('^"— *) 

:vJÂr — tdx 

Çet$e dijOTére^tietl^ d deiïx membres. Lé feâond , en fàifant 
X i=s -i-i , devient ikprès les fubftitotiohs , diâfôreme3 que 
donne cette. transformation 'i .\ ■ . »v'i - i, f^ "i i. j -k y. quon- 
(kit fe réduire à des arcs de feâions conicpes. 

A regard du premier membre ^ iL fe rapporte à la qua- 
drature d'uife courbe du troifîeme ordre ^ excepté dans un' 
feui cas. dans lequel là différentielle eft beaucoup plus 
Ample. En effets ce premier membre eft (D) 

■' — ■ àxVlc ^ • - ' 

K ÉTjx » -H ( Atg^ ) hcg 4- Afc ) x* 4- ( 3 ^ * cg^ 1 ûh cf^-û^'ifyit • A « cg 

fml dépend d'une quadrature du troifieme ordre # étant U' 



^^ Tll ifiT ff ^ Jf hCjiJ^ C Ç^i ! hti^ B'CJt AX- 

taimù '4ifl^rentieUe xjue (.-4:)! ,^(t V^/s^Ct^^-;;'") ^"*' 
jfoas jive^aSidémontré.£n- d^eaçke-} hormis quand ^ln=s 
»? w .,'Çoiir«.*r9y vÇfeipi- ^«^ei ^cc c%s, i^j^ cfUHparp terme 
à«j;tpîi|Q, .lei-difl&^nçjeti&s) (i0^ii.*C.ï(^J li «ftt^i .çompa- 
laifon me donucF i./j**? -3-^'V^r^4a <*^ eg^^-^ra.ai'cfrha * <>/ 
r - - ■ L -.r n eu") f») =» ^^r i * ffig-J-if * «^ -rh jo/p 

& mm= 9 b*c*g\r— 6.a kf e^ — Cab.c'f.gM- <**i*^**+* 
2 a* f f/ç -+- aVy* : donc réquation. 4,J« = ^^i^ ^^^Ç"^ 
ici 1 2 ^* f *^* — 8 a * ce g* — Sfb c^fg ■+-\ a *c egf "== 
$bte^g^^6a^i:vr.g^'^-6Trbc^ 
•+-,^*c*^, ôujbîen en réduifaiyt {E) 3c*g*b* -^'labcig^ — 

équation a lîeu' , : k>ptdp6fét tié dépfiffid ^M-duc temmâr 

préc4de^^j--ffiais--«y^M{iQas--^n|ùiiiasri^ o :•;::>'' 

Cette é<iu^ftft,j[£)^:i;oiiibip4§-jvftç, r^fûstToji.-îCC)! 

inai%-,«fet^:j4s};9ifr&.L49»i?ft9ï^iJî':P^l.%î^îÀ '^^ ».:jquà 
parfcp (^jiVpi dSb^eS ^âï?SfÇiSÔ r^ <>:.:V-o!: îftUe.eft cdm^ 
pofée èer^i^ x icgb.-^ajgrrT^fcX) y <în. jiujra.domc.oiii 
cgb=so y ou f^^ — <» ^^vTr 'f.^/ = o • *"• Dans le 

éleft^à-^re en combinant la différentielle (£) avec (y^) 
»^of ou * = o . Donc ■ , . ^ . ^ " " , ^ — r-, , de- 

• > •! I d» Vu • du. 'm., 

• (;/» + »»«»*. 4-»«'jr y l-i-mu-i-nu*) *^' 

il 1: 
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s^integre par la quadrature du cercle ou de l'hyperbole | 
fuivant ce que nous îf^ons dit dans l'article des fraûions 
lationelles^ foit que les racines foient égales ou inégales^ 
réelles ou imaginaires; ou bien ^^ ^ ^ que nous 

avons démontré ( Art^ ccvi. ) dépendre des arcs de ferions 
coniques. 

2?. Si on avoifc cgh—àeg — acf = o , on en tire- 
roît cgb=^ a eg -4^ â cfy &* en élevant au quarré (F) 
r"^'^* = à'e'g' -t- xa^'ecfg -t- a'c^p ; mais on a Téqua- 
tion (£) T.c'-g h"" H- r^^'J*'— 2,haecg\ — nafc^b'g =3 
^*^^^* — ^à'egfè -^ à'p'c'- \ mettant dans (£) pour 
xc^g^'V' fa valeur tirée de (F), on a T.a'^e'g ^^à'ecfg 
^ za\J' H- c^g b' -^ zabecg^ ^ zafc^g ^ a'e'g^ 
— za^egfc -H a'-f'c^ , & en réduifant (/) g'c'b'' -H 
a^e^g^ ^ a^cY"- =i 2g^bcae ^ xc'^afgb — za'egcf^ 
Cette équation ( /) combinée avec Téquation (C) donne 
2 a* c efg = o > d'où il s'enfuit que ^ , ou e.> ou ^> ou 
r, ou/=oi dùnfiionaura encore ou ^=Oj ou 7/ = o, 
& par conféquent la différentielle ^.^^,^;/^^::.^„^. ^ 
fe réduit encore à des logarithmes ou à des arcs de cercle 
ou de ferions coniques. Donc enfin fi ^ln^=^mm^ on 

peut toujours réduire ^ ,^^,^,Xc.^^f.n ^ *^ '1''^^'^^ 
ture d'une courbe du troifieme ordre ^ excepté lorfque 
-^c^gh"- — i xabreg'' — xac'fg''^^ à^é"^ — %a^cefg'+- 
a'c^'f'- y auquel cas elle s'intégrera par des arcs de ferions 
coniques. C Q. F. D. 

Hh ij 
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: : .r.,-... - . CCXLII. 
r :<.-.},. . . . ....>. 

ScHOLiE 2. Si la propôféc ' , ^. r: — x_^r »v 

étoit préfentée fous la forme fuivante — 77 . *,, ^, , — t; 

qui eft la même > on trouveroit encore les différentes 
transformations dont cette différentielle fsft fufçeptible ^ fie 
les cas dans lefquels ces transformées fpnt réduâibles à 
la reâification des ferions coniques* 

Si les racines à^ a^^bx^cxx font imaginaires ^ oif 
transformera toujours la propofée en d autfîes dans lefquels 
les faâeurs du binôme .font réels» En eflet les sacines d& 
a^bx ^cxx ne font imaginaires f que lorïque a 6c r 
font pofitifs & que 4^^eft>^A> puifque Ion z xxr 
^^=V{ l±îl±if \ . Je fais V^±^z, j^aurai 

en quarrant x^ i: T ^' =^ ^z y donc Jcx ;+; -j •+* 

— ^=sz zz ^'^— — • Mettant les valeurs de x 6c de 

c c ^cc 

'dx dans la propofée 9 elle deviendra la fuivante 
il —L -, . Je 

fais maintenant z^y^izz'^-^ r7: = « » j'^*^ ^'"^ 

zz-^-^ — =zuu — zuz^zzi c'eft-à-dire -^ — 

c dfcc c 

- — = UH — 2 HZ. Donc z ^== UH — -+T — , Soit 

^cc c 4£f 

1 u 

pour abréger — = qqy on aura z = —^ - 



donc 
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dz^ ^ 

2 du l/^2u 

■ ■ ■ — . ■ 1, .... .1 « 

— ^«x ,• — m bu % 

»» — ^^ -^ —) •y^(muu — mqq^ — H 2 nu) 

Je remarque que les racines demi — ^^-+-"7" ^^"^ réelles, 
auflî bien que celles de mii« — '^^^•+-~^ •+• 2»« , 
uu ÔL qq étarit de difFérens fignes. Je fuppofe donc 
— — ==: -^^ H- -4- ^ & je fais pour abréger 

-t- — -f- 2 » = /> . J'aurai donc la dernière différentielle 
fous la forme fuivante r ^NduvT-u ^ 

(«-+-A) y (^mu^ -mj* -+-p«) 



\U'hi)V{muu-^mqq'\'fu) (a-Hit ) . v'zm . i/(iiii#'- -"iw^*-#-i>i#J 

'^ 7-— — : — - ^;" ", : — — ^ : ces deux membres ont 

yu-hs) ,\ lunV \fnu' -^mq- -^pu) 

abfolument la même forme , ainfi ce que Ion fera pour 
Tun > doit fe pratiquer de même pour l'autre. Je divife 

? — n-, — = — 77 — -. : V par «-+■*• ce qui me donne 

{^H-i-k) .yzu'V' imu- ^mq^ -hpu) *• ' * 

V àti Kdu 

^^^ I >-- f 

\'iu > V { m u^ - mq- -^ pu) (u -^ h) y mt$' ^ mq' -^ pu ) \/ lu 

différentielle dont la première partie eft, comme on lait^ 
dépendante des ferions coniques. A l'égard de la féconde, 
je fais « H- ^ = jc , ce qui me donnera une transformée 

de la forme fuivante — rr% ^^ — ,. , , ., ^ r qui 

eft précifément la même que la propofée , & dans laquelle? 
ies racines du binôme font réelles. C Q. F. F. 
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CCXLIII. 

» 

Remarque. Donc quand il s^agira dans la. fuite d'une 
différentielle rédudible à la quadrature des courbes du troi- 
fieme ordre y il faudra toujours entendre celles qui ont 
pour équation xyy =: p -h qxA- rx*^s x^ ^, le fécond 
membre ayant toutes fes racines réelles. . 

CCXLIV. 

Différentielle Th ÉCRÉME !• L'intégrale dcs différentielles qui fe 

<lont Tinté- ^ ^ 

graie dépend rapportent à la fuivante — ;; — — -— - dépend 

de la redifi- ^^ ^ x " v' (a-h^*-hc* *-♦-/*' ) ^^ 

cation des fe- d arcs de fe£tions coniques & de la quadrature d'une 

/ftions coni- * * 

ques & de la courbc du troifiemc ordre* 

quadrature t/^^-*-^«-+-cjr**4-^xM 

précédente. DEMONSTRATION* Je prends ^, 5 "^ — - 

que ie différentie : j'ai d | v-(. 4- ^x ^^cx- -^/xO ^ ^ 

c x^ ^fx^) y & réduifant ces deux membres au même 
dénominateur y ils deviennent 
{br^:icx^ifx^)x'^dx^2qx'^^dx{a^bx^cx^^fx') _ 
x^^ . t2i^(a^'bx ^cx^^fx^) 

or cette quantité en ordonnant efl égale à 

^y Ça-hùx^cx^'^fx^) \ '+ hx^±xcx^^'^' + 5/*^'"*"*J 
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En examinant cette différentielle , & donnant à Tindéter- 
minée q différentes valeurs , on trouvera l'intégrale cher- 
chée de la façon fuivante* 

1°. Si on feit ^ = I , on a — ; — ^ — ; — -— - x 

( 2aX^^ bx"^ ^fx) = 1 ; TT— 1 T^TT 



Donc Pintégrale de ,^^^,^,Xcx^- ^fx^ ^^P^'^^ ^^ "^ 
les de , ■ , — — " & de 



laxy" {a-hifx-^ cx^ 4-/jc* ) za V' ( ^i 4- ^* 4- <** * H-/x ^ ) * 

c'eft-à-dire (Lemme précédent) de la quadrature d'une 
courbe du troifieme ordre , & ( Art. ccxxix. ) de la reûi- 
fication des ferions coniques. 

2^. Si on fait ^ = 2 , on aura la différentielle fuivante 

iVia-hbx-hcx'-^fx^) ^ ^ '' J^ 

" r ad X ^^ ^^ _^___^^^ ; b dx 

- x^ y' a-^bx^cx^"^ fx^) -ix'- \/ {a-hb x -^ cx^ -^ fx^ y 

. rJx _j^ /^.v ^ 

"^ ^xv {a-^bx^cx^-^ fx^ ) "^ -iv'(«-+-i^'y4-c:r*-h/x ^ ) ^ 

E fuît de là que l'intégrale de ------ -^^—-_p_- 

j / I j ^ ^gfy 1 c dx 

dépend ae^ ,^;,-v(^H-/;x-t.cx -h,*o > ^^ -l^;.l/(a-f-^x^-cx^-^yxO 

& de - . ^ ■ — ii: TZ — ; • «^^is l'intégrale de* 

-, — : — T-Tx dépend de la reûifîcation des fe- 

* ' v^(aH-^*;H- cx' -hfx \) r 

aions coniçiues , & de --—^-^j^--r:^,^ i ..donc 
r.intégrale en queflion dépend de la redtiHcation des fe^ 
aions coniques & de (J^i ~ -^ } j-rç;^~;r:fp-) t 



^48 TRAiTEf DU Calcul iî^te'grau 
D'où Ton conclura que ,.^(,^,,'^,,.^/,. ) ^ ^^ppo 
uniquement à la reftification des ferions coniques , toi] 
^ les fois qu'on a bb =^ 2ac. 

En donnant ainfi fucceflivement à a différentes valeu 
on trouvera qu en général l'intégrale de , 

* ^ ^ jf "^/CaH-^x-hcx^H- 

fe rapporte à la reâification des fe£iions coniques j 6c 

plus à la quadrature d un efpace curviligne du troifie 

^cTs''\w- ordre , excepté les cas cependant où les coeffici 

graie cher- a j b j c j f &i lexpofant n font tels que la diflférenti^ 

chce dépend dx 

uniquement ^ y^ ç ^ -^^ h x -h c x' -h fx^ ' ) 9"^ exprime Cette quadrature , s\ 
levions coni- nouît. Car alors la propofée fe réduit uniquenaeut à 
^""' ^rcs de feftions coniques. C Q. F. D. 

CCXLV, 

Différentiel. COROLLAIRE I. Si dans la propofée * & r = 

lesquidépen- ,^ * * 

dent de la elle deviendra — ~— . En ce cas elle fe réd 

précédente. , * v" ( a 4- / * ' ) 

toujours à des arcs de ferions coniques* Car nous a\ 
vu qu elle dépend de ^^^^!^j'^,y • Soitx'^^mx^ 
dx = -f-n ^ du. Subftituant on a yrf!Lki^ 
3/11/ (/^A) ' J^ ^^^ ^ préfent a-hfu=zzz , fen 
dH = ^^■^— ; 1/^(^-4-/11 )=^z : ce qui me donne j 

transformée ■ . ^ ^ — . • qui eft comme on voit une 
e. Par conféquent la propoTée s'intègre 
logarithmes 9 ou par des arcs de cercle. Donc elle 
jj^çjad de la reâifiçation du cercle ou de la parabole, 

CCXL 



I. Partie. ChaA XVII. 54^ 

CCXLVI. 

f 

CoROLL. ^. Si la propofée étoît x-^^ dx. (a^bxx) » ^ 
4dans laquelle p &c n repréfentaflent des nombres entiers 
quelconques ^ on verroit qu elle dépend des le£tions conî-'. 
flues. En effet faifons a-^bxx=iz^^ on en tirera dx==s 

• ■ ^* — ^ — ri ^^ ^=^ r — T"^"^ * î la transformée fera 

<juent on pourra donner la forme fui vante z^^ dz. (^-H 
^x') ^^q marquant un nombre entier pofitif, & r aufli 
un nombre entier pofîtif £c impair. Maintenant je dis que 
cette quantité dépend des arcs de ferions coniques ; foit 
4qu on ait ^H — 3 ou — -^ • 

Soit i^ z-^ dz. {e^gz'^)'^ i je multiplie haut &; 

- , ,.f . , z-'^dz.(e-\-gz')^'^^ 
pas par (M-^x') » ce qui me donne ^ — ^-f^ ; 

& comme r eft un nombre entier impair , il n^y aura plus 
de radical au numérateur; par conféquent on aura une 
djiiférentielie dont les différens termes feront de la forme 

z^^ dz 
fuivante — -— 7 > que Ion fait dépendre des fedionji 

/coniques. 

■ -4- ^ 

7P. Soit z-"^ dz . (^ -H gz^ ) "'^ ; pour découvrît; 

quelle eft llntégrale de cette quantité; je prends 



m 
Z 



lï 



-j6 Traite' DU Calcul inte'graL 
dz<^z^=Oy équation réduite à notre cas général* 

CVL 

Application SuppofoHs quc dans la formule précédente / = ^^ 5; 

mule à un e- n := 2 

scemple, 

r = I 

L'équation à intégrer fera { x^ dx ^ ay^ dy ) y = 
( — 3 xdy ^ ydx) ax y ou bien x* dx -4- ay^ dy — : 
( — 3xdy'-i'ydx)—=o. Donc la fuppofîtion qu il 

faut faire ici eft ^;c'"^ = z. Faifant les fubftitutions con-; 
venables pour y 6c dy y nous aurons la transformée fui^- 

« I . «01. «** o a J . Zax^ dz 

vante x^ dx^ax^ z^ dz^ z^ x* dx^ = oi 

3 f 

ou bien (i-4- — z^) x^ dx^^ax^ z^ dz^^-^ — - ==Oj 
équation réduite au cas général. 

C V I L 



Quatrième pRoBLEME 4. Séparer les indéterminées dans la for^ 

lormule. t n n r l> ir •% 

mule tfAT dx^iy dy'^{xdy — ydx) x f -^^—1 = 0^ 
Celle-ci eft encore plus générale que les précéclentes , 
p & ^ étant des fondions honJogenes de jc & de jy , mais 
de différentes dimenfions , fi Ion veut , dont la différence 
fbit k i &L n y V étant aufC des fondions de ;c & de y 
homogènes chacunes telles que l'excès du nombre des 
^ime;ifions de ^ fuc celles de » foit n — i« 



L Partie. Chap. XVII, a^i 

CCXLVIII. 

Corollaire général. En réunîilknt ce que nous 
venons de dire , & ce xjue nous avons trouvé ( Article 

ccxxvii.)^ on verra quen général z^ dz x {e^-^-gz ) 
dépend de la redification des ferions coniques ^ m étant 

;= 2 , ou ==: 5 . 

' 1^ Lorfque m = 2 , q étant égal à la moitié d uni 
ïiombre entier pb(îtif ou négatif, & n étant égal à la 
moitié ou au tiers d'un nombre entier pofitif ou négatif; 
ou bien q étant encore égal à un nombre entier pofitif 
ou négatif, & n égal au quart d'un nombre entier pofitif 
ou négatif. 

2°. Lorfque w = 5 , q &c n étant égaux à la moitié 
dun nombre entier pofitif ou négatif. (Art. ccxlvi.)^ 

CCXLIX. 

D'après cela foit cherchée l'intégrale de z^ dz >i ^ 

{a^ bz'') : je fais a-^ bz^ :=^ u^ ^ ce qui me donne 

par conféquent en faifant ces fubftitutions , on z z^ dz • 

» ■^ ?±izr 
(a-i-bz) =-yu ^ dt.-[ — j j- quan- 

tité réduaible à des arcs de ferions 'coniques; i°. fi 

n te. a exprimant des nombres entiers ; 2°. en fuppofant 

X • •• 



àj^ Trait e^ nu C a lcu l isr e^g ral^ 
toujours f = 2, & z5H-i=^^», & Z^lLzI = ^ -1. ^ 

Ce qui eft évident* 

CCL, 

Autre dîflfé- Théorème 2. Lmtégrale de {Kx'^cy x {f^gx)'^ 

rentielle dé- m 

pendante desx (^^^j^^^^^^^x ^^ {pynytn exprimant des non^^ 
ôions coni- bres entiers pofitifs ou négatifs ) dépend de la reûification 
l'aire des dès fedions conioues &. de la quadrature d'une courbe 

courbes du « 

3c. ordre. OU troifieme ordre* 

Démonstration. Si ces nombres font pofitifs, la pro^ 
pofée n a aucune difficulté : on voit aifément qu elle fe; 
réduit à la reâification des ferions coniques.^ 

Si p eft un nombre entier négatif, faifons f'^gx =*= 2:^. 
on aura dx =^— 6c après les fubftitutions ordinaires ^ 

(a transformée fuivante f ^^-^ Y'^^'^ } ^ ^ 

^ ^ -g''^H--Hf+c^^--cf--^cf^ } T , & en abrégeant Fexr 

n m 

pceflîon de cette difFérentielle ^ — *' — —r-^ — . Je 

n m~ 

multiplie haut & bas par z"^ . (zz^oz^q)'^ ^ ce qui 
me donnera z'' dz.(zz^ez + ^)'" ^ q^ ^^.^ ^^ 

11^ m k ^ 

z ^ . (Iz-hi) X (zz-hoz-i-q) ^ 

que la propofée fe change en une diâférentielle dont chaque 
terme a la forme fuivante ^-^ j ^ 



p .. ^T 



<A« + f) x«* (ot + C« + çra«) 



9a 



I. Partie. Chap. XVIL ajj 
On cïmfera dans chacun d'eux z par (hz ^ e)^ , tant 

que cela fe pourra faire ^ & chacune des parties du quo- 

■ ^ z 
tient étant multipliée par — ^ • j s Intégrera 

par des arcs de feûions coniques* 

Lorfqu'on fera parvenu à un refte dans lequel k fera 
<;/? , on multipliera le numérateur & le dénominateur de 

z^ X z^ d 
h propofée par z " > ce qui donnera ^ 



r-h' 



sT 



& en fuppofant P & Q des fondions de x rationelles & 

fans divifeur , on donnera à cette dernîerfc quantité la 

forme fuivante, en fe fervant des règles expliquées pour 

pi ^ 
les -fiaélions rationelles -*- ^ — ^ -+*• 

(fez -h r) • (a 4- ez 4- cT**)*' 

■ ^^^ ^ — ^-1-^ ; . La féconde partie de cette dif- 

férentielle devient — -^ ■ ■■ » ; ' y qui s'integrff 

par dés arci$ de ferions coniques > comme il eft aifé de 
le voir fur le champs 

-, . . I . Pdz . z'^ 

Pour mtégrer la première ^ f 

jje fuppofe ,^,,\j.^^ = j^"' i. ce qui donne zy:^ 

^^^Z'^^zzy &2x-4--^^^ = ^ ;&en tirant la 

tacine quarrée ^ ■+" 7^ — : r^ *= r' "î "* «^ 



IL Partie. Sect. !• Chap. XL loj 
\ ~^j •aby^ dx ^=siO eft intégrable dans les mêmes 
cas que x^^'^^ dx^ adz^ cz^ dx^=iO ^ comme on 
l'a trouvé déjà ci-deflus dans le Théorème 8. Ceft ce 
qui eft évident en obfervànt dans la transformée ( X) les 
conditions que donne la fuppolition précédente» 

CXXXIV. 

Se HO LIÉ 3. Si Pon fait dans Téquatîon x^dx ^H Dernier cas 

^dy -4- byx'' dx 4- cyydx = 0, n =^ o dclaformuk. 

j & r = I , 
la transformée générale {A) devient (F) x^ dx ^ 
4iprx^''^ dx'^afzdx'^afxdz^bpx ^dx^^bfxzdx 
•4- cppx^^ dx^ ncpfx^ ^ zdx ^ cffx* z^ dx =i o . 

C X X X V. 

Soit maintenant dans cette dernière équation bfxzdx 

^ 2'Cpfx^'^^ zdx =i o ^ on en tire • • r = o 

b 

Soit auffi •«•• f =s i . 

£n efïkçant ce qui eft multiplié par zéro & ce qui fe 
détruit dans Téquation (F), on a x^ dx^ azdx -+- 

bb 

axdz -dxj^cx^z*dx^=iO'y & enfin en fàifant 

^2=1^5 on a x^ dx^adu dx^\^cu*dx^^oi 

ce qui nous donne le Théorème fuivant. 

The'oreme 12. Si x^ dx^ ady^bydx^cyydx 
e= o eft iotégrable , {B) x"^ dx ^ ^dx ^, adu -H 



L Partie. C h a p. X VIL a^y 

au numérateur ^ ce qui eft indifférent pour la juftefle du 
calcul), f eft par Thypothefe un nombre entier. Si n 
étoit négatif, je ferpis j' = — , ce qui me donneroit 

après les fubftitutions ordinaires ^LlJL ; 

D'où il fuit qu'on pourra réduire la difficulté à rintégra- 

tion de 2, 1 ^ n &c p étant dei5 

nombres entiers pofitifs. 

Pour intégrer maintenant cette différentielle y de la* 
quelle dépend l'intégrale entière de la propoféc , je fup* 
pofe H •+• Ky =^tt d'où je tire y = ■—- j à y =39 

-Y > donc on a la transformée fuivante 



f t ~H \* dt 



' K 



M K:- -^ H' R" h n K -h hlK t - % HRt •+- R t f 



' • . Cette quantité peut encore être 

i^xv(a' -h i/i -h ctry ^ .^^ ^ 

développée en plufieurs termes tels que ^-t^ ^ - ^ t //'!^ c\\] ^ 
Or 1°. Si ^ eft pofitif , l'intégrale na aucune^ difficulté , &C 
dépend de la redifîcation des ferions coniques. 2^. Si on? 
a ■ ^'^^"^^ ^ on multipliera le numérateur & le 

dénominateur par ( a — ht)*^ y ce qui donnera deuxter-^ 
mes tels que - ^ ■ ■■ • ^^ : qui dépendent 

(■Axti. ccxj-iv» ) de la quadrature dîun efpace curviligne 



^j<J Traite^ du Calcul nfTE^CRAÎ; 
du troifieme ordre. Donc la propofée dépend de la teSkU 
fication des feciions coniques ^ & de la quadrature d'une 
courbe du troifieme ordre. C. Q. JF. D. 

CCLL 

Dîfïïrentîei- COROLLAIRE. !• Du Théorème précédent îl fuît 

les qui dépen- j» 

^^T'.A^ ^^ qu'on pourra intégrer le produit de dx . (^e ^fx) ^ • 
(g'^f^x)'^ . {a'^bx'^cxx)'^ (n^ m^&L s étant des 
nombres entiers pofitifs ou négatifs ) par upe fonûion 
irationelle de x , pourvu que le dénominateur de la fonc- 
tion y fi c'eft une fraâion ^ ait toutes fes racines réelles. 
Pour s'en convaincre , il n'y a qu'à multiplier la propo-» 

n 

fée haut & bas par (g ^ kx)T^ cette opération doiv- 
nera dx • | LZlijf | ^ . (<Ç-^-*^) > x {a^bx^\-cxxy ^ 



Doit maintenant —7-^ =^ ^^ on en tire x === v-^r • 
dx =i /fTiT-xx ^ î2 ; on aura donc la transformée fuivante 

(ALzin ^ T ^ ^ , / L-:!:^ -l ^^ >. ^ - + ^ - -^ - - ) ^ 

n à 

qu'on voit bien fe réduire à z'^ dz. («h-^^H- ^zz) » 
multipliée par une fonâion rationelle de ^^ ôc dépens 
dame par conféquent du Théorème précédent^ 

CCLIL 

Corollaire 2. Si on avoit une fonâion rationellâ 

m 

i^e * multipliée pat àx )< (tf-i-^*H^f«*)^ » x <*-»-/« 



I. • P A R T I E. C H A P. XVII. 2f7 

n 

^gxx) — "^ y en fuppofant toujours que dans cette fon- 

ûion , fi elle eft une fraftion , on puifle partager le dd- 

^nominateur en des quantités fimples (x-t-p) , en mxxU 

n 

trplîant la propofée haut & bas par {a-^bx^^-cxx)'^ ^ 
on la développeroit en différens termes de la forme fui^ 

K X d^ 



vante 



^ y.A-^bx-k'CxxJ 

par les règles des fra£Uons rationelles ^ 

^ ' \ tf -+- ^* -H cxx J •' 

►H j^A^ ; r . f & (2 ^tant 

ia^hx^cxx) ^ . |--L___jx 

des fondions de x rationelles & fans divifeur. 

Mais fi on divife e-^fx'^gxx par a^bx^cxx $ 
on aura au quotient une partie toute confiante 9 6c un 
refte tel que . '^^'"^ '^ — . Je fuppofe donc ^"^{''"*"^''* 

A a '^ bx -i- C XX ** a -^ bx -i-cxx 

s= <p 4. — & 7 = — • cette fup- 

pofition me donnera (y :v-H<^) z == a^+'bx^cxx y & 

bx yzx ^z^a i» x • — ^-f-y« 

:içx -A ^— = : d ou on tire x = • 

c c c ^ »• ' 



. T /* ^^ ^ c b - yz ■\ * j 

— ^ c ç \ * ^ J 



ydz . 
-H 

y*2i2 by àz 

— ii i^ • Subftituant une des deux 



yaleurç de x dans le premier membre de la propofée ( ce 
guon fera fur l'un, doit aufli fe pratiquer pour l'autre), 



IL P A RTi E. Sect, I. Chap, XVt 127* 
X II y ^ — à z dans les équations de condition ^ ce qui 
en donnera de nouvelles» 



CHAPITRE XV. 

Méthode pour intégrer quelques équations dijpren* 
délies par le moyen des coefficients indéterminés. 



c 



CLXXI. 



[Ette Méthode eft utile lorfqu'on a une^ deux> trois ^ CzsAzntlO- 

quatre 5 &c. équations à intégrer enfemble y ou lorfqu'on fe fervîr de 

j # • ITT/ «11 1 / cette Métho* 

peut regarder une équation différentielle donnée > comme de. 

étant formée de plufîeurs autres équations. En général on 

intègre par fon moyen un nombre quelconque p d'équa^ 

tions difiérentielles ^ qui contiennent un nombre /? H- i 

de variables ?, jr , ^, z, «, &c. dont la première ait fa 

différence dt confiante ^ & dont les autres x^y^z^uyàic^ 

èc leurs différences ne font ni mêlées entre elles ni avec 

Xy 6cyf ôcc. ni élevées à aucune puiffance autre que 

Tunité f mais font feulement multipliées par des puiffances 

convenables de dt. L'intégration n'auroit même aucune 

difficulté de plus > fi dans chacune de ces équations il y 

avoit un terme quelconque compofé comme on voudroit 

de r 9 de ^r & de confiantes. 

Voici le procédé que nous fait iliivre cette méthode. 



I. Partie. Chap. XVII. a;^ 

d z 

— f dans laquelle M eft 



quelconque âc a eft pofîtif. 
. Demonst, Soit pour le prouver 



i/" iT v^ 

( en multipliant haut & bas par 9 ) 

"^ s fi à cette quantité on 



u 



ajoute jJ2 , & qu on len re-i 

9»V'(9-^-^)*V(9-4-*-^«-«») 

tranche en même temps > ce qui ^ comme on voit , ne U 
changera pas ^ elle deviendra 



m 



— a» 

*" 5= ( en reduifant ) 



9»V'(9-*-^)->^(-^-*-^«-««) 



771 

La féconde partie de cette différentielle s'intègre par des 
arcs de fe£Uons coniques. Pour voir ce que devient la 

première je f"PPofe ^ ^ ,, :,, = ^^^ ^>"» 

faifant— -=A^;onaura/^-l-fi» — uu = 9 A^z-*- — ^ 
-t- iV9-t- îi£ ; donc /^— 9Af 2 —A^<i'= «»—£«•+■ ^ 
H- -^'^ & achevant le quarré du fécond membre , & 
prenant la racine quarrée des deax ^ on a « — -^ 4* 



Kk ij 



aéfa Traite^ du Calcul int^graù 

1 m — ^ V 11» / 

— '^ \ 4m* \ 4m* y 

( ) l : donc enfin on trouve « = — ■ 

Vim/J xim 

±^{ '^ t;p ^^ '-}:du^. 

Mdz , (APzdz-hNMdz^BMmdx-- x^Mm^dz) 

^^ — iiwl/iW*z*4-(iN-ifim)M2r-49m*Jllz4-(N-Biiï)*. * 

Subftituant dans la propofée une des deux valeurs de ir ^ 
& multipliant le haut & le bas par l'autre valeur de » , 
comme on l'a déjà pratiqué. Art. cclii. on aura une trans- 
formée qui fe réduit à des arcs de ferions coniques 6c 

d z 
à l'intégration de ■ ' > M étant de ' 

figne quelconque , & « pofitif. C. Q. F. D. 



CCLV. 



Seconde Proposition. 



X 



2. i. 

( tf -f- ^X -H CXX) * .(€'+' fx-^ gXX")"- 

s^integre par des arcs de feâions coniques , lorfque a -4^ 
bx ^ cxx z fes racines réelles, ou ce qui eft la même 
chofe, lorfque bb cQi ;> ^ac. Car foient les deux fac- 
teurs réels de cette quantité mx '^n, r:v+-/?,on aura 

• • Soit mx^ 

icmx-f-n) . (rx-f-f ) / * . (e 4-/X H- gxx)" 

»;f= 2 > on en tire ^a; = — ; * = ^—^ > donc on a U 



I. P A R T 1 £• C H A P. XV IL âtfx 

dz 

transformée -; : 7 

• l m J • 1 mm J 

fâifons z=4"i dz =^ ^ . on trouvera 

du 



u"^ ^ i««r -^ ^ « 

u^-^' -' du 
^— ^^ difFérentielle réduaible 

aux fe£lIons coniques. (Art. ccxxxvk)* 

CCLVI. 

Troisième Proposition. Dans la même hypothcfe, fi 

d X 
on écrit la propofée aînfi ^ m 

, ; ^— ' /e- ^/x^g xxX4' 

on trouvera qu'elle fe rapporte à la reûification des fec- 
tions coniques, & à l'intégration de la différentielle 

. i^ Car foit 'ti^f"" 

, & r— : = — 9 on en tire 



• . ymx '^ J'm jt a y m 

^-t- C';c A- cxx = ^> donc x== *f- — 

-f. K^ ^ — — -»-—— — -t- ^^^1 = —— -4- ^^ 
Hh— K(4^crm« — 4^r«*-t-^*w* — 2*y»3«-4-y'm*);donc 



enfin a: = -—-— + — K ï^l^^H ÎÎTTIÏTÏ ''^^^ 



a62 Traite^ du Calcul ïnte^gkal^ 

dx 
D'ailleurs on aura 



£H-* 



i S — S * • \ »■*- ■^) 

qu on trouvera par la méthode de TArticle cclii. dé-* 
pendre de la reâifîcation des feéHons coniques & de 
l'intégration de la diflférentîelle fuîvantej 
-_-_-- • Donc 

^KçH--^-^ TT^rrrc ^^^ 

dx 
i\ eft évident que la propofée ^ . 



dépend de la reâiHcation des ferions coniques ^ & de 
l'intégration de - ^^ . Donc puifque 

d X 
(.Prop. Sec. ) ^ ; dépend 

dans le cas préfent des fe£lions coniques^ il s'enfuit > ou 

que le coefficient de — == — eft = o^ 

«•^ cpH-^ . Va h- bu-^uu 
tous les termes fe détruifant dans ce coefficient, ou bien 

que il ce coefficient n çfl pas = o | ^ 



^ (^^^* y" A+ Bu-htm 

dépendra de la reâificatîon des ferions coniques, excepté 
peut-être un feul cas particulier f dans lequel le coeffi* 
(cient de cette différentielle feroit égal à zéro , en vertu ' 
d*un certain rapport entre a ^ b^ r, e ^f^ g. 

Corollaire. Donc fi tous les termes ne fa 
détruifent pas dans le coefficient de (-^) 



. I. Partie. C h a p. XVII. 26$ 

s'enfuît que (5) — ^ - dépendra tou-^ 

jours de la reâification des feâions coniques > en prenant 
by a^ c ï, volonté , pourvu que bb foit > 4^r . Car 
cette dernière différentielle peut toujours fe réduire à la 
première. En effet on a e-^fx-^gxx =3 (a ^¥- bx '^ cxx) 

x^^i^^fx-^-^^e. Donc à caufe de 

^A ^ — =39-*- _^L . ^ on aura 9 = -^ ; ^ s=q 

— ~-+-/î j^sss— ^H-^. D'ailleurs en comparant 
les différentielles (y^) & (fi) , on trouve a = ^7'^"* « 

donc y'm'=j«x(*^ — 4^r), ou y = î^l^IÏ^HIII 
«=^ — V-«-/i^= ^^,44. ■ > Toulon tire4f<fm 
(** — 4<i0^^-2^y»» : donc d^ = iiill^^^ -H 



hy 



= — -2— ►f-^. 



Il ne pourroit tout au plus y avoir d'excepté qu'un ca9 
oh - ' — ne dépendroît pas de la 

reâification des feâions coniques ; ce feroit celui dans 
lequel il y auroit une certaine équation entre a^b^ c ^ 
i} fs gf ou ce qui eft la même chofe entre 9^ m^ a^c* 
mais dans tous les autres cas l'intégration réuflirat 



a6^ Traite^ du Calcul jstb^gral. 

CCLVIL 

Quatrième Proposition. Si a^^ bx^cxx 
a fes racines imaginaires^ on trouvera que la propofée 
^ j dépend de la redifica- 



tion des fections coniques ôc de Tintégration de 

d u 

' ■ .1 ... — • 

-M Ty^ , « ^y^ y- m- iby mu H- 4 c d^ m « 

** K 9 H • K r? n ^^ — »« 

wi p b-'^ac b b " /^ac 

Car ^ ^- bx-^cxx a fes racines imaginaires dans le cas de 
bb <i ^ac ; il faudra donc écrire alors — uu . {^ac — bb) ; ce 

qui donnera • 

^ m ^ 4^ c -- bb J 

difFérentielle qui eft la même que la fuivante 
d H 



Or 1°. fi le coefficient de cette différentielle s*éva* 
Qouit 9 ce fera une marque que la propofée dépend uni* 
quement des ferions coniques. 

2?. Si les termes ne fe détruifent pas dans ce coeffi- 
cient y c'eft une marque certaine qu'ils ne fe détruifent 
pas non plus dans le cas de la troifîçme Propofition» 
Car ces deux cas font précifément les mêmes , on n'a 
fait que mettre ^ac — bb pour bb-^^ac. Donc dans 
|:ette fuppofition on peut conclure que toute différentielle 

s'intégrera par des arc$ do 
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^ ' fe£lion« 
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ferions coniques j au moins quand il n'y aura pas entre 
les coefficiens « ^ c ^ ^ ^ 9 une certaine équation. Or il 
eft toujours poflîble d*empêcher que cette équation n'aie 
lieu ; car "^ "" 1 fe réduit ( I. Prop. ) 

. d z 
à rintégration de ' — y dans 

9 

laquelle « = - — 1^^^ ; ^ = "^^ "^ • Donc puif- 
que M eft indéterminée j il s'enfuit qu'on peut la fuppofer 

telle que l'équation dont il s'agit n'ait pas lieu. Donc il 

dz 
cft évident que -_—___ dépen-î 



f/^ Mz-\ . KaH-€; 



9 

dra de la reâification des fedions coniques; dpnc auffi 
^* ; donc aufli 

Uy <p-H -^ , Va -^ Bu -- uu 
d X 

' 2 _^ . lorfque a^^ bx^ cx^ 

a fes racines imaginaires. Mais nous avons vu ( Prop. IL ) 
que cette même difFérentielle dépend aufli de la rçâir 
fication des fedions coniques, quand a ^ bx ^ cxx 
a fes racines réelles ; donc en général toute différentielle 

d X 

^ fç réduit uniquement à 

U ):e^cation des feâions coniques. C ^. F. A 



hl 
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IV «a ^^ . La prenant en moins je trouve v = -^ — 

-^ — ^—^ . Or les deux premiers termes de cette valeur 
étant in^nis ^ je puis négliger le oroifieme. J'aurai donc 

L— C 

pour féconde valeur de x; , v « -j- • 

On aura donc »=;^^"' ^iu'=g'c^ ^i y==^ -[7^-7! > 

3^ Si les valeurs de p & de /?' font égales, je fuppo^ 
ferai ^ = aH-a, p' = a^^a (a eft une quantité infini'- 
ment petite.) J'ai donc » =^^"^^"*"^*"*"^''^\ Or « 
étant une quantité infiniment petite peut être regardée 
comme une différentielle. Mais nous avons vu (Art. CLXXiv.) 
que (i on avoît C*"*" * , on pouvoit lui donner la forme 
fuivante C* -4- C* ^ jc . Donc on aura par la même raifon 
»=^r^^-*-*''^'-/C^«rr^^'^^-^\ On trouvera de 
même «' =^'r^^-^^->' + !C^«r.-f <^-^'-^' . On 
aura aulii y = ; x = . Donc en 

•^ X OL Z CL 

mettant pour u ai u leurs valeurs, & fuppofknt^=^', 

CLXXX. 

Corollaire. Le Problême s'étendra très - facile- 
ment à deux équations qui contiendront deux indétermi- 
nées X &c y multipliées par des confiantes & par une fon* 
âion quelconque de r , avec leurs différences aufli mul* 
tipliées par des confiantes & par une fonâion de r, & 
ide plus un terme tdt^ ^dt qui ne renferme que des 
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aura plus que des efpaces re£lilignes à ajouter ou à fou- 
ftraire pour avoir Taire rapportée aux coordonnées pri- 
mitives, comme nous Tavons prouvé Art. ccxxxix. Toute 
la difficulté fe réduit donc à trouver l'intégrale dcydx^ 
dans les quatre équations de M. Newton. 

La première donne y= — ^ — V^( ax^ •+• ^ ;c' •+» 

ex* -t- /.»•+• ^^ ) ; donc ydx=^ •^— ^ '^ — y[ax'^ -H 
bx^ '\- ex* -t-/^ •+• ee) qui s'intègre par TArt. cclii. 

La deuxième & la quatrième donnent ydx =^ -^ ^ 
{a^x^ -t-^A;* ^- cx^f), &C ydx =::dx{ax^ ^-^a?'-!- 
cx ^f)y qui s'intègrent tout de fuite par la règle 
fondamentale. 

La troifieme enfin donne ydx=2dxi/^(ax^ ^bx* 
^ex H-/) y qui s'intégre par des arcs de ferions co- 
niques , ainfi que nous l'avons vu plufîeurs fois. * 

Donc toutes les lignes du troifieme ordre font quarra- 
bles ou abfolument ou par logarithmes , ou par des arcs de 
fe£iions coniques ^ ou par la quadrature de la courbe dont 
l'équation eft xyy = a^^^ bx-^exx -t-/:v' , le fécond 
membre ayant toutes fes racines réelles. ( Art.ccxLiiK) . 

CCLX. 

Remarque i. Nous venons de dire, queydx étoît 
Télément.de l'aire de toute courbe du troifieme ordre 
rapportée à l'une des quatre équations générales. Ce- 
pendant il faut obferver que fouvent les coordonnées 
de ces courbes ne font pas reûangles. Alors l'élément 

Ll ii 
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de Taire n'eft pas ydx f mais ydx multipliée par le rap- 
port du lînus de l'angle des coordonnées au fînus total ; 
& comme ce rapport eft une quantité confiante y Tinté* 
gration n'en devient pas plus difficile» 

CCLXL 

Remarque 2. Toutes les différentielles dont nous 
avons recherché l'intégration dans l'article des fradions 
ratioiv^lles > dans celui de la*re£lifîcation de Tellipfe & de 
l'hyperbole ^ & enfin dans ce dernier ci , s'intégreroient 
par les mêmes méthodes fi on y mettoit x^ipoutx^ & 
nx^" dx pour dx^ 



CHAPITRE XVIII. 

De la quadrature des courBes dont les équations 
ont trois termes, 

CCLXIL 

Formule Ç Oit Péqiiation à trois termes Ay*^ x^-^By' x^ -K 
équations qui *^ C'j> ** * ' = o {Ai B, C rcpréfèntent des coefficrens 
StTmS. quelconques ) on propofe de trouver Taire fydx de la 
courbe à laquelle appartient cette équation. 

Je divife l'équation par x^ y" , ce qui la change ea 
jiy*"' -k- By"'" x^'^ -h Cx"^ =^0, & en feifaat 
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a — w s X 
r - « = M 

on aura ^y -^ By^ x^ ^ Cx'^ = o. 

Cette équation repréfentera donc toutes les équations 
poflibles à trois termes. 

Je fuppofe à préfent ^ = jc*^ u {r &c u font indéter- Transforma- 

. / X Tï • A rx X tion nccefTai- 

minees } • J'aurai y =zx u te pour pré- 

/UL r/uL M parer Tcqua- 

Donc on aura la transformée fuivante Ax^ u ^Bx^^ 
u^ -^0x^ = 0. Je divife par jc^, & j'ai yfjc*^^ "" ^ n^ 
•4- B x^^'^^"^ n^-f- C=o, La même fuppofition de 
y=: x*^ u^ nous donne ydx= x^ udx. Donc fi de Té- 
quation précédente on peut tirer la valeur de x en u y 
on aura celle de ^^ a; en « & en ^«. Or on trouve 
la valeur de jc en ^^ dans tous les cas fuivans» 

CCLXIIL 

Il eft évident que , fi rx — 7 = 0, il n'y aura plus Cas dans Ict 

, . • j • o ' o > • r j- ' quels on trou- 

qu'un terme qui contiendra ^ & »| & qu amli en divi- ve la valeur 
fant par une puiflance de » , on aura la valeur cherchée. ® * ^" ^ ' 
lien fera de même, fi r/u-H<r — t = o^- On la trouvera 
aulTi fort aifément , firx — T = rM-+-<r — tj car alors 
on n'aura à réfoudre qu'une équation fort fimple du pre- 
mier degré. Enfin on la trouvera encore, fi rx — t eft 
le double ou la moitié de r m •+• <^ — t , puifqu'il ne 
s'agira dans ce cas que de réfoudre une équation ordinaire 
du fécond degré. 
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CCLXIV. 

Ils font au Voilà donc cinq cas dan& lefquels on aura la valeur 
diîq pour les de a: en «, en donnant à Tindéterminée r une des va- 
tois"termes,^ leurs Contenues dans les cinq équations fuivantcs* 

1% rA - T = o 

3% rA - T = rAt 4- <r - T 
4®. rA - T = 2(rM-f-^-T) 
5% rA - T = I {r/JL -f. <r - T). 

Comme nous n'avons à la fois qu^une feule équation de 

condition , la valeur de r fe préfentera tout de fuite* 

D'où il fuit qu'on peut toujours réduire la quadrature d'une 

courbe dont l'équation a trois termes à l'intégration d'une 

quantité x^ udx y dans laquelle on aura la valeur de x 

en u . 

CCLXV. 

Examen d'un Pour le mieux faire fentir ^ nous allons détailler un 
Icas plrécé-"^ ^^^ cinq cas précédens. Soit r ^ — t =r o , 

/^"'- on en tire '^ = f • 

Donc /^;c''"^ «^'^ B^c'^^-^-'-^^^H-C^ o 



devient ^u"" -H5ArT^-*-^^''ii^^^C=o; donc 
^ ^ =s ' — ^ ou :c =s: — « 

^dîiJLlfiSllll I^ +,r.T ; donc ^* = 



h Partie. C h a p. XVIII. arr 

^ 1 ^^''"^ + C^'^ 1 TMH.(ri..TX , Faifant ces diffé- 
rentes fubftîtutions • on aura fx^ ndx = — —-- — - )c 



X-f-T 



J — Ch"'^ — Au \. TM-H<fA-TX " ^ X ( — f^C»~'* du 

I "^^7^^ I TTTTTrrrX • ' ^ Or cette équaf ion , 
^omme on le voit , contient deux membres qui peuvent fe 
repréfenter chacun en particulier ^^^v u^ du . {a'\-bu^} ^ 

C C L X V L 

■ Pour trouver maintenant les cas dans lefquels la courbe Recherche- 
«ft quarrable , il feut fé' rappeller ceux dans lefquels u *" leCquéis u"* 

, , _ n\'f n' • F ri courbedeTé- 

dti^a'^bu ) çft intégrable. quarionàtroU 

•■■,.;.. > :ri^ii . . '. .pî «• . ' ; " ■ termes eft^ 

l'^.u'^d fi. , (a-^bu'' ) efi intégrable ( Art. x i. ) quarrable.. 
toutes les fois que p eft un nombre entier pofitif , n 
'étant tout ce^ quop voudi^. Il faut cependant en ex- 
cepter un cas; c eft celui dans lequel '^ eft égal à 

un. nombre entier pofitif, pu eft plus petit que ;;. Alors 
nous avons démontré ( Scholie Art. xii. ôc xiii. ) qu'uiy 



m 
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des termes contenoit une diflférentielle logarithmique. 

Donc la diiFérentielle dépend alors de la quadrature de 

Thyperbole. 

12°. La même difFéreiitîelle s'intègre (Art* lxxïx. ) fi 
^ eft égal à un nombre entier pofitif , à moins que 

p ne foit égal à un nombre entier négatif plus petit que 

. Dans ce cas ( Art, lxxxiii. ) il y aura un terme 

intégrable par logarithmes. 

5^ Cette même diflférçntielle s'intégrera (Art. lxxix. ) 
toutes les fois que ^ — -' — ^ eft un nombre entier po- 
fitif. Il faut cependant çn excepter aufli un cas ; c'^fl: 
celui dans lequel p eft égal à un nombre çntier négatif. 
Çar^dans ce cas on a prouvé ( Art. lxxxvi. ) que l'iti- 
tégrale de quelqu'un des termes dépend dé la quadrsh 
ture de rhyperbole» 

CCLXVII. 

Examen de Cherchons à préfent les cas dans lefquels la fbrmulâf 

ceux dans lef- * ». / 

^iieis rinté- des équations à trois termes peut s intégrer par la qua- 

grale dépend • ^ , , , im 1^ 1 ^ ^ ^ \. 

de la quadra^ draturc OU cercle ou de 1 hyperbole : nous avons déjà 
ou de rhy- VU ccux dans lefquels p étant un nombre entier pofiiif^ 
^^ ^ ^' elle dépend de la quadrature de l'hypèrbôIe» 

1^ u"" du. {a-h- bu )' eft rédu£Uble en fraaîons 
rationelles, (î /? eft un nombre entier négatif, m ai n 

^cant fira^Uonaires. On fait que ^intégrale de >■ ^ ÎL 

4 ^ bu 

4^pen4 
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m 



dépend de celle de . Or foit wj = — , & n=s, 



m 



r U du U^ du T r' 1 •>• 

— , on a- = . Je fais » == z. r aurai 

' a •+' bu - 

a -h hu' 

± îi 

» = 2 ', du= sz dz; H ^ =i z^ : donc on aura la 

transformée fui vante . . Soît encore x' ^^'i 

on a z=zy^ ; dz=^py^''^ dy ; donc la transformée fera 

^^:Z —J! , quantité qui eft une fimple fradion ratio-i 

nelle, /?, r, ^, j étant des nombres entiers; 6c par con* 
féquent intégrable par les méthodes que nous avons 
données pour ces fraftions. 

a^. u^ du.{a^bu^ ) eft intégrable par la quadraturei 
du cercle ou de Phyperbole , lorfque ^itli. — i eft égal 
à un nombre entier négatif, quel que foit p. Pour s*cn 



convaincre il n'y a qu^à faire »" = z, on aura u = z'^ i 
i/«=-^2" dz; U =iZ " . Doncu du.{a-^bu^) 

= 1; 2;" " dz . (a^bz) . Je fais enfuite a '^ b t 

m I f W-f-i 

^tiZ:=-^idz=^^iZ ={— } ' 

••-f-i 

{t - a\ 1 
—f-J " * 

î— !*> quantité ,que je dis être une fraftion rationcUe 
* Mm 
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CLXXXVIL 

Remarque. Il n'y auroit aucune difficulté pour Tin? 
tégration , quand même i/^n feroit imaginaire. Car fi a fie 
« doivent être réelles > nous avons appris dans Tlntrodut 
<^on à en faire évanouir les imaginaires. 

CLXXXVIII. 

Problème 4. Soient encore les deux différentielles Quatrième 

exemple qui 

plus générales que les précédentes renferme les 

trois autres. 
ads H- ^du 

& 

fCLdu^p^dti^y^ds^mads'^dtA(uys)^dsr(uys) 
qui doivent être Tune ôc lautre une différentielle exaâej 
trouver a & c. 

Solution. Soit • • • • ku-^rs=zgy 

& • •• fu-^^s = hty 

ky Ty gy fy iS^y h font dcs couftantcs indéterminées; on 

gfy - hkt 

^ /"l.T^'^ 

ou en changeant les fignes « = l^^Yr' ' 

r\ ri ^ J fgdy-hkdt . J'gdy-hrdt 

On aura par conféquent ds = -^7— ^ ; 4« = -jjzj;- • 
Soit ............ j;^ = A 

- A* 

fr-à'k ' 

J^A -/r 

- hr 
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entier négatif, &c Ci p cQ, un nombre entier. Mais fi p 
exprime un nombre rompu , alors on réduira la propoféc 
en fraSion rationelle , en fuivant le calcul de Tarticle 
précédent, 

4^ Si on fait »" = r , on aura après les fubftitutions 

ordinaires t " dt . (a^h-bt) pour transformée ; la- 
quelle en fuppofant p = — , &c — i = — ( ^ 

& r étant des nombres entiers impairs pofitiÊ ou négatifs ) 

devient r^ dt. (a^bt)''. 

Pour la réduire en fra£lion rationelle, fuppofé que q 
foit un nombre pofitif, je la multiplie haut & bas pac 

/ . L.\^ • j f- dt . {a ^ bt) ^.c 
{a^ bt) , ce qui me donne î^^ — i- , difr 

férentielle aifément réductible en fradion rationelle , Art; 

CLXXXVIIK 

5°. La même chofc aura encore lieu fi ^ = X- & 
^ — ^ — p — I = — ; ce qu'il eft aifé de voir en appliquant 

le calcul de larticle précédent à {—7-/ 



—^ p — I = -^ ; ce qu 11 eit aue a( 

% 



-« ^ s dt 



an 

P 



6^. Soit enfin dans la propofée u du. {a ^bu ) ^ 

u^ = t^ y on aura la transformée fuivante t " dt 4 

{a^bt*)^ y dépendante des firadlions rationelles , toutes 
les fois que ;? = -^ , & ^^ "^^ — i = ^ f r étant ua 
nombre entier pair ou impair , pofitif ou négatif. Car on 

»» dt . {a^ bf^)^ . Soit dans cette quantité tt:=^z^ 

Mm ij 
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ces équations on tire (i + m»)9= — f^»; ou — =s 

,rrr—i & encore ( i ^P^) v =5 — 79», ou — =3 

l^tîl Donc ^Z'' = ^ — — î 6c pat conféquent pour 

— y» I -4- mi? -y» ' ^ . t . r 

trouver « on aura la même équation qu'auparavant. 

Je la réfous cette équation " ^"^ >= ilt±?. j'aurai 
,. _<«+?)£ === __L_ .; Donc . - ^T'^^^\ == + 

V 7J^f^7T§0^^ • Donc enfin . =.r^p£7) 

Je multiplie la féconde différentielle transformée^ i^. 
par une des deux valeurs de » ^ enfuite par l'autre ; j'aurai 
les deux équations fuivantes : la première (paM-h^CM-fi 
.,c. ^ ..X )x{ -"Pt .^y:t^^ i^' } dy ^ 

*-x r*-'^V~J!^f^ ^ *^f^y> F. 
La féconde fera ( j>aM + ;eAc + yCx + maA) x 

^ A ces deux différentielles j'ajoute la première différen-: 
•jDelle transformée («a-4-«m)4^ -4-(«<p-4-ev) tir , à la- 
'^uelle je donne la forme fuivante (•^'-t-c)M</^ -h 

•C^-+-e) Wt, j'aurai i*. -Tf «-*-/»? •^ — (r«-H ai») ^ 
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laîre de la courbe fydx eft devenue par la fuppofition 
ào y= x'' Zy fx'^ zdx s & enùûtQ fx^zdx. Mais Té- 

quation x^ s= ^—7^ f donne *= -T —^ V ; d x =s 

i- {:^-f }'*_>< {-4^' + 4^}:<'na.»(n 

af*=r -f"^-~"4"l-^* I^oï^c en mettant les valeurs de 
X* &L de dx dans l'aire de la courbe exprimée ipzrfx^zdx^. 



on aura 



%adz ^ ^gdz %M ig 



•^ •' «.« z^ z %zz 



CHAPITRE XIX. 

De la quadrature des courbes dont les équations 
contiennent quatre termes. 

CCLXX^ 

^ Oit réquatîon à quatre termes Ay^ x^ -^ By^ x^ '^ 
Cy"^ x' + Dy ^ x = o , je la divife par x^ y^ i ce 
qui me donne celle-ci, Ay"^^^ + By^"^ x^^^ ^h^ 
jq^«-9 ^'"3 ^ jrj^ ^î -_ Q^ ^ fuppofant, 

a * 9 = À 

r - 9 = /* 

w - 9 = 

•»•"«. = ? 

k ^ q :=i T 

jaî z^;^^ -H B^^:c^ H- Cy%^H- Da?"* = G. Cetttf Formule 

équation repréfcnte toutes les équations poflibles à quatre a qu^e t^ 
termes» 
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JLe fécond cas arrivera fi yf =m/?, & fi de plus m = — p\ 
car alors on auroit- — i = o ^ ce qui eft impoffible. Exa- 
minons ce qu'il faudra faire dans ces deux cas. 

i^. Si yf =smp , je fais /r = fK, j aurai yf = mKfi^ 
donc 7 = Km. Les deux différentielles feront donc la 

première 

a d s ^ c du ^ 

(l la féconde 

S^^du -H fK^du *H K^mds -4- mads 

-H dtAUf s ^ dsru,'s, 

ou hieni . 

(fdu^md5).(a^K^) ^ du Au, s^dsr u^ j. 

Soit maintenant '• • fu^ms^=tf 

On zuïz,f du^mds = dt y èc foit a^K^ s= m, la diflfé- 
rentielle précédente deviendra celle-ci /u,dt^ ds^Uy s 
f+-dt3Uy s 6c fera une différentielle complète. On 
aura donc par le Théorème fondamental -j^ ^ «fiîlii 

?= — ^^. Donc^M = — Jsn, xH--i— Jlii . Donc 

Pour déterminer a je fais les mêmes transformations fut 
la différentielle ads -^r zdu. Ces transformations nous 
donnent du=^ — ^-^ — , ^ = ^^^ . * Donc la première 
différentielle transformée fera a in- ( ^ ) . ( ^^— ) i 

OMhicn {ds ^'!^ - ^)a^t^ ^^[ Soit 
& auffi ^ « Mds-i^f—j^r^.Mdy, Donc la diflKren- 
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5^ Si dans l'un des termes Texpcfant de x eft zéro f 

Il que dans un des deux autres cet expofant foit ou le 

double ou la moitié de celui qu'a le même x dans, le 

troifieme , on pourra encore alors avoir la valeur de x en 

u. Pour le faire mieux fentir , je repréfente le cas préfenr 

^zi au ^ bx u H- r a: u -4- tf = 0. J ai par con- 

féquent b x u -^ ex u = — an — ^,oua: 

ex if — au — du T» t 1 A 

m^ =: j . J achevé le quarre 

dans le premier membre de cette équation > ce qui 

J z^ ex u 
donne x H t •+ 

. eeu' 



2 5 ex U eeu — au — au 



^bb b 

^-j-j — , & en extrayant la racine quarrée / j'aurat 
la valeur de x en u. Cette troifieme fuppofition me donne 
les fix conditions fuivantesr 

7. rX-T=:o,& rMH-o'-T=x(6r-f-p-T> 

8. rA-T = o,&r^t-4-(r-T=v(0rH-j>-T> 

9. rMH-o'-T=:o, &rX-T=i(Or-f-j)-T) 
ro. rM4-o--T=:o,& rX-T = î-(er-4-j>-T) 
II. 0r + j>-T5to,&rX-T=2(rMH-<r-T) 
11. 0r -4- p - T = o, & rX - T = { ( r/i -4- «^ ~ t) 

4®. Si Texpofant de x eft le même dans deux des trois» 
termes afFe£tés de a; & de «, & en même temps double 
ou la moitié de Texpofant de x dans le troifieme y on» 
tirera encore la valeur de x en u. Ce cas peut fe rer 
préfenter par ^a: u -\-bx u -^rex u ^a = oç 

donc J aurai x H 7 — =^ a , ^ - J^" 

chevc le quarré, jfc«r-Hr -| ^ite la racine quarrée |r 




IL Partie. Sect/L Chap. XVI. 1^0 

Ipn Ny on aura la différentielle fuivante^ 

(M<t^ Nç)dt ^ ndy Ayy t ^ fidt^^yyty 
dans laquelle M&c A'' repréfentent des confiantes données. 
Cette différentielle étant par Thypothefe une différent 

tieile complète ^ on aura ^ ^- » . =5 

til±l2l2. Donc Mda^Ndl =. ^d{f^^yyt) ^ 

^ " ^' . On aura donc la valeur de Ma^N^ en y 
& en r , ou ce qui revient au même en x & en » , puif- 
que, comme on la vu (Art. clxxxviii.) j'= ^jf/ J^ ^ ^ 
& » = ^^^^^^ . Nous pourrons donc fuppofer 

a = H H^ 5 -4- ICc , 

JFC étant une confiante connue. Subflîtuant pour a cette 
valeur dans la différentielle ads^^du qui par la fuppo- 
fition eft une différentielle exa£le, on aura ^(Kds^du) 
^ ds su, s. Donc en fuppofant fCx-4-ii = r, on aura 
la transformée fuivante ^dr ^ ds z s y r qui doit encore 
être une différentielle complète : on trouvera donc faci- 
lement la valeur de € en x & r , ou ce qui efl la même 
chofe en j 6c en »• 

CXCI. 

' ScHOLiE 5. Il y a encore un cas dans lequel la première 
méthode ne peut réuflir; c*efl lorfque\p=o. Mais alors 
rintégration n^en fera que plus facile. En effet , je donne 
à la féconde différentielle propofée fadu ^ ^pdu ^ 
y^ds^moids^dtAUyS^^dsrHyS la forme fuivante 
mads^mtdu-hptdH—'m^du ^y^ds^ dt au^ s -t^ 



L Partie. Chap. XX* 28 il 

cC:lxxiv. 

J'en conclus qu'on ne peut réduire que dans certains 
cas 9 la quadrature des courbes dont les équations ont 
quatre termes à l'intégration d'une diâférentielle x uàxf 
dans laquelle x foit donnée en u. 

CCLXXV. 

En fuîvant à peu près les mêmes procédés que nous O" *«^V^ 

, \ \ . , ^ parJamétho- 

avons pratiqués dans la première partie de ce Chapitre y de du Chapî* 
on parviendra à déterminer dans le cas préfent des équa- les cas d'inté- 

\ 1 V • É* 11 eration dci 

tions a quatre termes les courbes qui lont quarrables ou équations à 
abfolument, ou par la quadrature du cercle ou de l'hy- ^^^ '^ 
perbole , ou par la reâifîcation de rellipfe ôc de l'hyper- 
bole } il n'y aura de difficulté que la longueur du calcuL . 



CHAPITRE XX. 

J?es différentielles qui renferment des logarithmes 
& des exponentielles, 

CCLXXVI. 

NOus avons déjà vu à la tête du Chapitre fur les ('.Surrifl^ 
fraâions rationelles une règle pour trouver Tinté- celles qui 
grale des différentielles logarithmiques les plus (impies, des fo^uîdi* 
Mais il en eft de très-compliquées auxquelles on appli« "*** 
c[ueroit difficilement cette cegle. Nous allons donner ici 

Nn 



!iÎ2 Traite^ du Calcul iste^gral^ 

une autre méthode fort utile dans beaucoup de cas» 

Cette méthode confîfte à faire ufage de fubftitutions ^ ce 

qui fe préfente d autant plus naturellement que nous nous 

en fommes fervi dans la différentiation de ces mêmes 

quantités» 

CCLXXVIL 

Ufage des Soît prc^fé d'intégrer j^ y je fais Ix =: y , donc 
^^T^^'er ~--dy: donc la propofée devient ^ , dont l'intégra- 
cesquanmés. j^ ^^ (^^Tt. cxviu) ly : remettant pour y fa valeur > oa 
Premier ^k l . l X pour l'intégrale cherchée. 

On fuppofe ici & dans la fuite la fous -tangente de 
la logarithmique ===== i. 

CCLXXVIIL 

Second I^ même pour intégrer m^ {Ix) —, je ferai Ix: 
5=jf ; cette fuppofition me donne — =sdyx (/il) *" " ' 

== y jdoncm(/;c) — = my ,dyi or Im^ 
jtégrale de ce fécond membre eft, comme oafçaiti y"^ » 
donc rintégrale cherchée eft {,lx)^^ 

CCLXXIX. 

Troiftme Soit- demandée Kntégrafe de i» .(/./« ) -^ ' Je- 
«empie. f^^^^ç^ Ix^y, d'où je tire ^««(y^/. /««/y : on 

a donc la transformée fuivante m,\ty) -^ » dont 
l'intégrale eft ( Article précédent ) ( /j' )/" ♦ Remettant 



I. Partie. C h a p. XX. aSj 

pour (x fa valeur, on a /»!.(/. /x) -j- =(/. /;e)'" • 

•CCLXXX, 

Si la propofée étoit nm.{lx ) T'^ J® ferois :c Quatrième 

dy m exemple» 

=j^ , doù je tire dx = — ^;37 \ Ix =z iyy &c après 
ces fubftitutions j'ai la transformée nm . {ly) •— ^ 

mx 

=z n.{ly) —y dont l'intégrale eft, comme nous vc*. 
nons de le voir {ly)^ • Remettant pour y fa valeur cq 

n 

;if ^ on trouvera (Ix^^ ) pour l'intégrale checchéet 



ÇCLXXXL 

Soit enfin propofé d'intégrer nm ^l . {lx)^\ —^ 
Je fuppoferai Ix =y; donc — ^^dy; {-Ix)^ v=i y^ \ exemple. 

donc on a la transformée fuivante nm,(Iy ) — •* 
dont nous avons vu ( Art. cclxxx. ) que l'intégrale eft 
ily'")\ Donc/«m {/.(/*)"•}".■' lf^= {/.(/*)"'}"' 

CCLXXXII, 

A l'égard des différentielles exponentielles , l'invetfe y-J^^ 
de la règle que nous avons donnée pour les différentier rentieiiw «- 
fervira pour les intégrer, Ainfi Cimégraie £une différen- 
tielle exponentielle ejl cette quantité même divijèe par la dif- géJ^ft 
jerence de fin (ogaràhme^ 
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Appliquée â En effet de ce que la différence de f* eft c* 4x > îl 
* s'enfuit que Tintégrale de r* ^a: eft r*. De même fi oa 
demande l'intégrale de^ x^ dylx^\^x^^ ^ ydx ^ la règle 
précédente nous apprend qu'elle eft ;c^. Car la diflfé- 
rence du logarithme de ac^ eft dylx -H ^^ ^ Divilant 

x^ dylx-^ x^^^ydx=^x^ dylx^ '^^-^ ^zc dylx; 
■4r^^ j on aura au quotient «^v Donc, ficc» 

CCLXXXIIL 

S'il s'agiflbit de trouver l'intégrale de *^ y* x^^ dx: 
^ x^ y dz Ix . ly -¥- x^ y^" zdy Ix , la regte gé- 
nérale nous dbnneroit x^ .. En effet lé logarithme der 
*^ eft ^,* Ix , dont la différence eft j^ * iL^y'^dz ix ^ 
ly^y^'^^zdylx. Divifant îa propofée par cette quM,-r 
idté , le quotient de la divifion fera x^ ^ 

, CÇLXXXIV. • . ' 

fhiit^m* ^^ ^^^ Acore prendre les intégrales dès dîfFéren»; 
pour trouver tlelles exponentielles par lé moyen, des fubftitutions. Soit r 

lesmémesin- ,. , -, x • ^ f 

figraies. . par exemple , demandée, rintégtale de^ </ar f. je luppofe 

; Fremtèr c a=^, ce qui me donne, en. prenant les. loguitbmes de 

cjs^j e, ^^ ^ d!autre xlç = ly, ou x = ly {h = i.) , Donc 

dx=^ — , Subftituant il me vient '—^ = dy ,. dont l'inr 

jcégrale 9&f^ comme on ùàt, j>. "Dàoç fa*4^'?^^' •^ 



L Partie. C h a p. XX» ir8j( 
CCLXXXV, 



x^ ydx 



De même fi on avoît x^ àylx A ^ — ^ on feroît Second 

ic^ = 2 , d où Ton tire Téquation logarithmique ylx^=^lZf ^'^^^P^* 

& difFéfentiant ^^ -^ dylx =^ — . Après les fubftitu- 

tîons on a pour transformée dz. Donc Tintégrale cher- 

chée eft x^^ telle que nous lavons trouvée par la règle 

générale» 

CCLXXXVL 



« « -r 



Soît enfin cherchée l'intégrale dejc^ x (y x'^ dx Troîfîeme 
^ y^ dz Ix . ly ^ zdy Ix) : on fuppofera comme ci* 

ideffus x^ == » ; d'où Ton tire y* lx^=^ lu\ &Ly* x^^ dx 
H- j^* dzlx ly -\r y^'^^ z dy Ix = — . Après les fub- 
ftitutions la propolée devient fdH:=;^u\ donc .rintégrale 

cherchée- eft ar^ • Il en fera ainfi dès autres^ 

CCLXXXVIL 

. Il y a encore une autre naélfiqde générale pour trouver ^^^^^^^^ 
^intégrale .às^s difFéi;p;xtielles y tant logarithmiques qu ex- |^^^«""in- 
ponentielles ^^ de quelque, degré qu elles foient. Cette diffïrenticJief 
méthode confifte à prendre l'intégrale par parties > c eft- siuci & expo- 

X ,. , . ncndcllei. 



confiitc*- 

CCLXXXVIIL 



'Maïs avant d'expliquer cette méthode, & d*en Êiire Notion 
ttfage, il eft tiéeeSbkQ de mei(re devant les yeux, par*"^ 



>aiatoire;> 



$24 Traite^ DU Calcul ïnte^gral^ 
anticipation y la règle fuivante qui eft fort fimple. 

La différentielle de xy eft, comme on fait, xdy^ 
ydxiceWc do xyz cA xydz^ xzdy ^ yzdx i 6c 
ainfî des autres. 

Il fuit de là évidemment que Fintégrale de ^dy eft 
xy — fydx. Par la même raifon celle à^ xydz^ xzdy 
eft xyz — fyzdx. Cette proportion eft claire, & la 
preuve en eft fort aiféé , en différentîant ces dernières 
quantités. Cette notion fuffit pour entendre ce que nous^ 
allons dire. 

CCLXXXiX^ 

AppUcatîoti 

îdeJîcSre Soit demandée Tintégralc de xdx . Ix y ]c raîfohnè 
ïwtarSs* ^^^^^* Si Ix étoit une confiante, Tintégrale demandée 
I" Auxdiffé- fetoî^t -^ï, multipliée par cette cbnftant& ;Maîs-/;c eft 
rentieiies lo- une Variable ; il nuuique donc un terme à- la différentielle 
propofée , pour qu elle foit complette , favoir la diffé* 
rence de Ix multipliée par -^ , Fintégrale de xdx. ix 

/ éft donc Y ^» — /^^ Maîs/t£;=ÊB^ 

= — /;tf — — • Pour ^en • convwntre îf n^ it qtf à 
différèntîèr cette intégrale ,; & roû'reb»utcri la- dMTé- 
rentielle propofée. 
- '- \ En faifant le même raifonneiûent , oh ôoïivéra * qûtf 



X dx ^ X dx 
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CCXC- 

Enfin R la propoféc étoît x^ dx ^ (Ix)^ y on trouve* 
roit par la méthode . précédente pour premier terme de 

Iintégrale -{Ix) — C ^ ( ^^ ) - mais^ 

n X dx /rv»-r -«« ^t ^fi-i 



/ " ■ '^^J^J^'y'" x(ix)'"''dx. J'opère fur le dernier ter- 
me , fon intégrale eft . "• ^^J^^^f""^' . (/;c)"~* - . 
y.^.Q.-O.C.-x)..'»^^^^.»-? ^^^ On trouvera 

aînfi de fuite tant de termes qu on voudra de cette in- 
•^tégrale : m ai n repréfentent les nombres entiers qui peu- 
vent être les expofans de ^^ ^ & de la puiflance de / x^ 
Il eft évident que quand n efl un nombre entier pofitif> 
la fuite précédente fera finie ^ ôc contiendra autant de 
termes plus un y qu^il y aura d'unités dans Texpofant n . 
Alors le dernier terme ne contient plus de logarithme^ 
mais feulement x élevé à une certaine puiflancer 

CCXCI. 

Ce dernier exemple peut fervir*^ de formule pour trou^^ 
ver les intégrales des difFérentiellps logarithmiques l x ï, pour^™"mé- 
quelque degré qu elles foient élevées. Car en fuivant la E^entieilcs 
méthode précédente , on trouvé qu en général fx^ dx .- ^ogànthml-^ 

{ Iy.\» * V i r / V x" ».( f» ) ,^. »' ( » - »^ ftmees par 
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CCXCII, • 

x". Appiica< Appliquons maintenant cette même méthode aux diffé- 
«Te" méthode renticllçs exponentielles. Soit propofé d'intégrer e^* dzJc, 
tTeiief îxp^ o** f^*ii« (f étant fuppofé repréfentet un nombre dont 
nenàeiles. jg logarithme eft l'unité ) , on trouvera pat h règle de 

l'Art. ccLXjcxij. fc^' dzsss — , 

g 

ccxciir. 

Si on demande maintenant l'intégrale de zc^' dzf 

cette intégrale fe prendra par parties ./«c^*//» «s» 

zc^* c^' dz zç^'^ f^' 

— / f c'eft-à-dire . De mémo 



g " g g gg 

g ^ g 



fz £^ dz = — j — — / . Or Imtégrale 



22f** ^2c^* dz 



<de ce dernier membre eft — h- /"• 



gg "* gg 

-—p- ; l'ititégrale entière àc fz^ c^* dz eft donc — r-^ 



H- 



CCXCIV. 

En général fi on demaiidoic l'intégrale de z*^c^* dzhi 
pa fimpleroent z"^ç.^* dz { le étant toujours »■ i ), on 



I. P A R T I £• C H A P. XX* iSp 

fa prendrait par parties de la façon fui vante y fz^ c^^ dz 



«=-î — i — — /— ^ --î voilà déjà le premier terme 

de Pintégrale cherchée : pour trouver le fécond , j opère 
fur ic membre affeûé du figne /• Or — /2Li!lllillii. 

^^ fnz'*^\^'^ . ^ m , C m - I ) z"^""- c^^ . dz q 



m . (m ' l's z c^^dz m , (m - i ) g 



c 



•' gg g' 

/« >».(»i-i)«(m-t).(»i-})g ~^.c**iz 
•I . ( m - I ) . ( wi-i).(w-?).* 



m-4^X« 






(m - I) . (m-t)>(m-5)>(m"4)> g**"^ g^^ ijr 



g' 



Uonc/2 C^ dz^C^ X|-^ —H j^ tégrarion des 



m.Cm-i),rm>i)2 ^^ m,Cm-i),(r?i-i).(w3),g exponcntiel- 

g* g* les , reprér 

m.(w-i).(m-t).(m-0.(m-4).»"'"^ ^_ it^^ 1 fentées par 



«ce. |. ,. 



Ces termes fuffifent pour montrer la loi que fuivent 
dans cette formule les expofans ôc les coefËciens de z* 
On pourra continuer b ferie tant qu'on voudra. Lorfque 
m exprimera un nombre entier pofitif > alors la fuite fera 
finie > ôc l'intégrale de la propofée contiendra autant de 
termes plus un , qu'il y aura d'unités dans l'expofant m» 

ccxcv. 

On peut encore employej; cette méthode pout ttpuvct 

Oo 



^àS^ TîCdtrBf i>u Caicul ï sTE^akA l. 
.rintégrale des différentielles qui contiennent des lGg4-. 
zithmes de logarithmes > comme x^ dx.l.lx, x^ dx^. 
(/ . Ix)^ &c. & auffi les intégrales de différentielles ex- 
ponentielles plus compofées que les précédentes; mais 
comme ces cas arrivent très - rarement x nous ne nous y^ 

•arrêterons pas, 

CCXCVL 

^ ' On pourroît encore prendre l'intégrale des différen-- 
tîelles logarithmiques & exponentielles par approxima- 
tion , en fe fervant des fuites infinies dans lefquelies il 
n'entre ni quantité logarithmique , ni exponentielle^ quoi- 
que cette méthode foit longue ^ pénible & de peu d u- 
fege , nous donnerons plus bas h manière de s'en ferviu 



CHAPITRE XXIv 

j^es différentielles affectées de plujîeurs fignes 

d* intégration. 

c c xe VIL. 

Obfemdon T Orfqu'ôn a des quantités différentielles affeÛéès de* 
l'expreffion" JLi plufieurs (ïgnes dlntégration , il faut bien être eÂ 

de ces (brtes « «4 ««*#'«' ^ • a* 1. 

de diflFéren- garde cotitre 1 équivoque que peut faire naître leur ex- 

"^''' preflion . fdxfudx y veut dire, ou bien l'intégrale de d)è; 

fudxy ce que nous marquerons dorénavant ainfi/(</x 

fudxi)} ', oit bieh l-tiitégcale d^ dx multipliée pat Tintégralo. 



ï. Partie. C h a p. XXL a^f 

'<è^ udxj ce que nous marquerons de la façon fuîvante ..J?^"* ^** 
if^ X ) • (/« dx). Ces deux cas font fort diflférens ; il ces diftcren- 
faut éviter de les confondre. 

Mais avant de chercher les moyens de les intégrer j 
il eft bon de fe rappeller la règle que nous avons indi- 
quée ( Art. ccLxxxviiK ) elle eft nécefTaire pour entendrq 
ce que nous allons dire. 

CCXCVIII. 

Premier Cas. 

Le premier cas eft celui dans lequel on demande Tin. Expofidonchi 
tégraie des différentielles telles que dxfudx. On intc- ^^^""^' 
gre dans ce premier cas y lorfque la différentielle fous le 
premier figne eft une différentielle exafte. Soit par exem- l^^^^t -^ 
pie ffdxf-^A^l. Je fuppofe ~^^— = u ; ^epoiîii. 

dx f —=^\ z=,r[dxfHdx). 
L'intégrale de cette dernière quantité eft , fuivant ce que 
nous avons dit ( Art. ccLXxxviii. ) , xfudx—Juxdx\ 
& en remettant pour u fa valeur y x f ^ — 

xrdx y^xrx^xx 

f ^ • La première partie de cette intégrale eft le 



xrx-xx 



produit de x , par un arc de cercle dont x eft le finus 
verfe. La féconde partie s'irttegre aifément. Je l'écris 

. rxdx-rrdx rrdx - i>- / i n. 

ainfi ■ -4- y dont Imtégrale eft 

K irje-*3f rirx-xx 

— r l^2rx-^'xx '^f y ^ — • Or -^ /^ eft, coijim<} 

V^rx^xK Yzrx^xx 

O o ï] 



II. Partie. Sect. II. Chap. lïl. -jôH 
toujours que dans l'équation aucune diffërentielle h'éft 
conilante » il eft à propos d'examiner fi on ne pourroit 
pas au moins dans certains cas déterminer quelle eft la 
diâférentielle qui prife pour confiante , rendra l'équation 
plus facile à intégrer. 



C H A F I T R E III. 

Méthode pour déterminer , dans quelques cas , la 
différentielle qui fuppofée confiante, fàdlitera : 
le plus r.riatégradoTt,:: - ,- ' . 



CCXI. 



\^N ne peut pas donner de reçld générale , pour rc- 
'connoître dans tous lés'cas quelle eft^ la fluxion quVn 
doit regarder comme confiante^ afin que Thitégràtibn eh 
devienne plus facile; on pei^tiçepQiidantfe guider -quel- 
quefois par robfervation fuivante. Je cherche H dans la 
propofée il y a deux ^^Itijjla » !dc6^ termes qui multipliés 
ou divifés par un faveur commun puiflent s'intégrer. J'en 

prends l'intégrale , & c*eft celle que je fiippofe conftantÇf 

- ■ '. ■ .:.::•■•'::• -..; :. ". t • —— 

-C.CX,IL , . :- .:.- ..:.:. A'. 
< . * * Sonapplîca« 

Soit 5 par exempte , propoFé d'ihtégirer Téquatibiî' fui- qucs cxem- 
^antQ X^ '"'-^''^'^ :;//,J''^"^^^^'^^ > dans laquelle p^"' 
IX repréfente une fonâiion quelconque de x. J'obfénrb extn^uT, 
//• FartU. X 
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ftsM «' jc — / ^ ^/^^ , » ' ;c eft une intégrale i & cft le 
premier terme de Tintégrale cherchée. J'opère fur le 
fecond membre — / ^ . Il eft égal à — f^ uur 

{xdx^rdx . rdx 1 /• f j/,>r % 

K irx - X X Ir irx-^xxj L 

^- d u\ =f — 3 uur du -4- 3 «»r^ (V^ir*-xO > ^^^^ 
rîntégrale eft — «'r-+-3«»r l/TrT^ — fSrudu j/TTTTy. 
Je prends ce dernier terme qui n eft pas intégré. Je le 
mets fous la forme fuivantc — f6ru x ■ x j/TrT^ 

=» "^ fSrrmdxy or Tintégrale de — ôrrudx eft — 
6rrux ^f6 rrxdu. Il me refte donc encore un terme 
avec le figne f Je mets dans ce terme pour ^ » fa va* 
leur , ce qui donne /(? r r ;c d/ 1# :*= /5 r r a: X 



r^r î Ç xdx — rdx'-\^fdx -^ ^ • Vx rx-xx 

Il ne me refte plus de quantités différentielles j j*ai donc 

l'intégrale entière de »' ^a: ; cette intégrale eft 

u^ X -4- 3 r » * '^ a r ;tf — x xr — r«'— 6 r* u x — Intégrale 

• t iX , ^ î • /-• de la diiFéren-^ 

/Tr^KarA? — A:A:-t-or'«HhC. tielle propo- 

Il eft aifé de fe convaincre de la bonté^ de nos opéra- 
tions : en diffêrentiant cette intégrale^ mettant pour du 

T d X 

fa valeur, & effaçant ce qui fe détruit , on 

r irx—xx 

retrouvera u^ d x. Il en fera de même des autres diâ^ren- 

tielles femblables^ Autre mé^ 

C C C L *o^^ p?"^ 

avoir Tintc-^ 
grale de \w 

H y a encore une autre méthode pour intégrer les ^^^ ^i^^-^ 
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différendclles de la définition précédente. Cette méthode 

confifte à fe fervir des finus & cofinus exprimés par les 

d^s'^quanmés ^^^1^^^^^^ exponentiçUes. Comme cette méthode eft fort 

exponentiel- u^He dans certains cas , nous allons la développer ici en 

rappliquant à la différentielle qui nous a fervi de dernier 

exemple, 

ce CIL 

Soit propofée (rdx)x f f^ -li!L^ V ;/-4^ eft 

l'exprefliôn d'un arc de cercle & par conféquent d'un an- 
gle , dont X eft le finus verfe & r le rayon. Je nomme 
cet angle z ^ ôc je fuppofe le finus total =s i ; on aura 

/-^^ =-r, donc (/-^âî^ y = ..r. , & 

(Jclx)xf f — ^- — \ =^ fz^r^ dx. Soit coù rz=y^ 

on aura cof. z = -^ ; x qui eft le finus verfe = r — y^ 
donc jc =?= r — £^çof. z or : cof. z = ( Introd. Art. xlvi. ) 

t— 5 la diflférence de i 

eft (Introd. Art. xxxiv.) dzV^ -i . -}^— f \ > 

^^ ^^ \ ; donp dx == rdz ; 
%VTl ^ 

S ZZ± \ , donc/^^r^^A:=^/V ? ^^j, _ 



ly -I 



=^f—~ X 4 z'^zc* " ' — z^dzc "* j" • 
Pour avoir l'intégrale de cette quantité ^ je la compare 
aycc la formule /a' r** àz de TArticle ccxciv. Cette 



I. P A. A T l B. ChA?. XXI, st^ 

comparaifon me donne pour le premier terme g = 
^ — I > & pour le ÇecQvAj g = — y^ — i , L'inté- 



r* 



grale eft donc fz^r^dx «=a — ^^ x 

-—_ -+- ' •+• = 

& en réunifiant chaques deux termes qui forment des 
finus & des cofinus,. on ^ fz^ r^ dx = — . r*z' x 

....{Li:±£n>-..{îr;;;cr:> 

= — r''^ 2;' cof. ^ -t- 3 r* siz fin. z^ôr'^z coC 2 — 6y^ fin. :2. 

CCCIII. 

Mais fi nos opérations font exa£les, cette intégrale doit 
être la même que celle que nous avons trouvée pour la 
différentielle propofée ( Art. ccc. ). Pour réduire la det'- 

niere à celle-là, je remarque que cof. z= 1 ^^ & 

fin. 2; = — j/^(2rA; — xx). Je mets dans Pîntégrale 
trouvée ces valeurs de cof. & fin. z ce qui me donne 

— rV -^-r'^'A;^-3 r^z* \/^{2rx — xx^ ^6r^z — 6r^zx 

— 6r^ l/^{2rx — XX) . Mais en contparant cette inté'*- 
graîe avec celle de l'Art, cgc. on trouve que «r = u. 
Donc enfin on z fr^z^ dx = — r«'-4-»';c'4-5r«* 
j/'[2rx — va; ) -f- 6r^u — Sr'^ux — 6%^ V{ 2rx — xx):± C, 
la même précifément que celle que nous a donnée l'autre 
métho(}e« 
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CCCIV. 

Autre n&ge Si Fon avoit à intégrer 7^2 . cof. pz . fin. qzy on fe (kv/i- 
méthode, roit de la même méthode des quantités exponentielles. On 

auroit ICI fdz x ^ j x ^- j-^t^t^ j 

aSS I II I I un II ■■■ I • 

ce qui réduit la propofée à Tintégration de fdz.c^^ 
Article ccxcii. 

Ce feroit la même méthode qu'il faudroit fuivre ^ (I on 
avoit fdz • fin. kz . cof. rz . coC qz . Cm. sz 6cc. On 
voit par-là qu'elle eft fort étendue & très-commode dans 
beaucoup de cas. 

cccv. 

De même par le moyen des exponentielles imaginaires 
on intégreroit z^ dz . Cm. qz^ f cof pz âcc. pourvu 
que n y m àc k foient entiers & pofîtifs. 

On pourroit encore au lieu de^W^ x ( fin, qz. cof. pz} 
écrire (Art. xlvii. Introd. ) fdz x / fin. ^^'^^^ ^ ^ fin. 
■ "^ \ . Or toutes ces différentielles font faciles à inté- 
grer , en confidérant que fdz fin. « z = — ^^^ -4- y^ , 
& que fd z cof. a ?; = -^^^^-^ •!- -^ , yf étant une con^ 
ilante quelconque. Par -là on int^rera en général 

I fin. cof. coC o 

'^«cof. ^^ fin. -P^ fin. ^^>^<^» 

ipccvî^ 



L Partie. C h a ?• XXI. ap^ 
C C C V L 

Remarque i. Quelques-unes des différentielles que pJ^cah^J^l 
nous venons de traiter, s'intégreront encore dans cer- ^^^^. **^"* 

' c? certams cas, 

tains cas par une méthode particulière. Nous allons donner 
ici un effai de cette méthode, à caufe de Futilité dont 
elle peut être en beaucoup d occafions. Que Ton ait à 

intégrer / ^y/j^'-^Y^ ^ VcT^) ^epréfentant la difFé^ 
rence d*un angle dont q eft le finus & étant = — 
, ,^ ^ : y a étant une confiante quelconque & — — - — • 
la différence d'un angle dont x efl le fînus. 

i^ Au lieu de/ ^'^/^'"^;^ je puis écrire / ( ^ll^^lzîÊ. 
^ fifWi->>) __ .i.vy-,,) I j^^^ l'intégrale eft 

y{i-qq) V s^ -xx) J' & 

-V{x-xx),V{i-qq) -/ 'tT/.':; ^ i première 
peut avoir Tintéçrale cherchée. 



forme que peut avoir Tintég 



:2°. Au lieu de /?ljl-iLl±l) ^ nous pouvons, en met- 
tant pour — — ' — - fon égale — ^— r , écrire f — 

r V{i-qq) ^ V {i - xx) ^ J 

aqdx, dont l'intégrale eft (Art. cclxxxviii. ) — aqx 
^faxdq = / en mettant pour dq fa valeur — ^\^\llx) \ 
— aqx — / V^r I xV ' féconde forme que peut 
avoir l'intégrale cherchée. 

. J'ajoute à ces deux expreflîons des confiantes conve- 
nables , je les compare enfuite Tune avec l'autre : cette 
comparaîfon me donnera , comme il eft évident, la va- 
leur de rLJ12^lLzJJÛ : je fubftituerai cette valeur dans 

•^ . v'( I - xx) ' 

l'une ou l'autre des deux expreifions précédentes, ôc j'aurai 
l'intégrale complette de la propofée. 
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CCCVIL 

Remarque REMARQUE 2. A loccafion dcs exponcntîelles îma^ 
Îî^^IÎm "ex- ginaîres dont nous nous fommes fervis dans ce Chapitre ^ 
^a|?n^w! 9^'^^ ^^"^ ^^^^ permis de rapporter ici une remarque que 
nous aurions dû placer dans le Chapitre troifieme de Tin- 
troduâion. Nous avons vu dans ce Chapitre que la dif- 
férentielle d'un angle z dont x eft le finus = ^ — i . 

On a donc dz =^ -r- — - — r : ou fi au lieu de 



on met ici — / "'; qui lui eft égale , on trouvera x =s- 

, ; & fi au lieu de ï — . on écrit 

V-i i/Cxx - i) ^^ ^^^ ^^ encore égale ^ on trouvera 

X = — quantité de fignc contraîre-^ 

Nous allons d abord prouver cette propofîtion en fàifant 
tout au long le calcul qui pourroit embarraffer à caufe 
du changement des fignes > enfuite nous lèverons la dif- 
ficulté que préfente cette double expreffion du même 
finus. 

1^ dz = ,/ "" \ donne z^^y — ixliX'-hl/^xx — i)^ 

>/(xx-"i) '^ ^ '^ '^ 

ou !/• — IX i ( fHv^(*^- O 1 ç^ ajoutant la confiante 
que donne la fuppofition de x = o . Donc — ^ = 

' { ^^^^^^'} - "" - ^ ^^ - ' = ' { '-"^"^î^ } ^ 

donc c~*^~^ y — 1 — x= y {xx — i)> & enquar- 
rant les deux membres > — c""***^"'^- 2*c~*^~* 
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K -^ 1 == — I ; donc i — c =^2xc 

V — I , & AT = ; donc enfin x = 



*^-' i» 



2°. J'écris maintenant dz=^-y — -ce qui me 



donnei^^-I=^^;^K-I^/(i±^i^>}; 
<:'*"- V-i-*=v/-(*Ar-i); -f '**'-* 

if 1/^ — : I 

& enfin x =3 . 

Voilà donc deux quantités de fignes différens qui au 
premier coup dœil femblent repréfenter également le 
finus X de l'angle z. . Cependant une feule de ces deux 
quantités peut être la vraie valeur de ce finus > & il 
eft facile de voir que cette quantité eft la première 

. Car lorfque 2 eft très-petite & pofî- 



IV'- I 

tive ) cette première quantité eft pofitive > comme elle 

le doit être , & la féconde < ■ eft né-; 

gative. En effet c"'^"' = |►^^K— i> 6c c~*^"' 
= i~2;i^— i;donc ^ = \;rr\ ' 

s= 2 : au lieu que = 

Afin de concevoir maintenant pourquoi Ton trouvci 
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deux valeurs à x, quoiqu'il n*y en ait qu'une qui fok 
la véritable, on remarquera que dans l'équation dz^= 
r^Tj—;) > ^^ dénominateur V {i — a:a: ) eff fuppofé 
pofitif ; cependant comme V^ ( i — x x) a deux valeurs 
égales & de fignes contraires ^-ï/"(i — xx) & — 
^( I — x^x) y l'équation d z -= ^ — - repréfente* 

les deux fuivantes ^z= - — -^ qui eff la vraie 

équation entre l'angle z & fon fimis x y ai d z = 
2 — . ^ J^y^ qui n'eft ps la vraie équation entre cet angle 
& fon fmus. La première de ces deux équations nous 

donne x=- y vraie vaîeut du finus y qui 

1 1/ — I * 

liibftituée dans l'équation dz=^ — 77 r rendra d 2;. 

sss ^^^ comme cela doit être; la féconde dés deux équa^: 

tions donne a:= . >, qui n'eft pas la va.- 

leur du finus , mais qui fubftituée dans ^ 2 = ITTTTTTT) 
rendra aufli dz=^ dz: ainfi les deux valeurs de x fatisi- 
font également à l'équation dz = — — ^- — - , quoiqu'une 
feule de ces valeurs repréfente réellement le finus. 
. C'cft par cette même raifon* de l'éiquivoque des fignes 
^ &c — qui afFedent les quantités radicales y qu'on a 
ll_ = _lf llzi- ôc = — ii , quoique 

l/^ — 1 ne femble pas égale à --7^ • Mais v^ — 1 a le^ 
deux valeurs HHV^ — i & on trouvera j/" — 1= -— ^ ^ 
fi on obfervfi de prendre ±y — 1 = ^-^rn ^ 
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Nous avons tiré cette remarque fort utile pour la théo- 
rie des quantités exponentielles & imaginaires , de l'Ar- 
ticle ccLxviii. du Traité fur difFérens points importans du 
fyftême du monde» 

cccvriL 

Nous finirons cette première Partie qui contient à peu 
près tout ce que les Géomètres ont trouvé fur l'intégra- 
tion des différentielles à une changeante , par indiquer 
la méthode de leur appliquer les fuites ou feries infinies* 
Cette méthode nous donne par approximation l'intégrale 
de certaines différentielles qui ne ibnt pas intégrables 
algébriquement. 



CHAPITRE XXIL 

Des différentletlcs qui s'intègrent par le moyen 
des feries ou fuites infinies^ 

NOus diviferons ce Chapitre en deux parties. Dans fa 
première nous donnerons une idée abrégée de la 
théorie des feries ou fuites infinies ; la féconde contieiv^ 
dra leurs ufages pour le Calcul intégral; 
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§. L 

Théorie des Suites. 

C C C I X. 

Définitîoti DÉFINITION. On entend par ferie infinie une fuîte 
des Suites. , ,.-• n r • • i 

de ternies diipoles luivant un certain ordre > qui vont en 
augmentant ou en décroiffant jufqu'à Tinfinî^ 

cccx. 



Leur divifion On diftingue donc deux fortes de feries. On nomme les 
gcmes & <tf- unes Jertes convergentes y oc les autres fertes divergentes, 
vergenta. j^^^ j^^^.^^^ convergentes font celles dont les termes vont 

en diminuant à l'infini. Nous prouverons plus bas que ces 

feries font les feules vraies. 
Les feries divergentes font celles dont les termes vont 

en augmentant à Tinfîni. 
Applîcatton Les feries fervent à trouver des divifeurs approchés des 
es uitcs. quantités qu'on ne peut divifer exaflement ; elles donnent 

aufli par approximation les racines des quantités qui n'en 

ont point d'exa£tes. 

CCCXL 

Aux divifîons PROBLEME I. Etant donnée la fraâîon t-t— ( dans 
®*' laquelle a iL b font des quantités déterminées , & x une 
indéterminée ) qui n eft pas divifible exaûement par fon 
dénominateur binôme ^ la réduire en fuite infinie. 
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Solution. Je fais la divifion fuivant les règles ordi* 
naires de TAlgebre ^ de la manière fui vante. 

Dividende. Divifeur. f Quotibnt; 

a a : ^ •_ 



ivifeur. ^ QvoTiSiVT; 

V -f- &c 



_ aax 






















aax 






















aax 


a^x* 




















± A ■*- 


b^ 




















•+■ 


a'x'' 






a^x* 




à'x^ 
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b^ 


-r 


b^ 
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b' 
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a^x' 
b^ 
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b^ 
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b^ 
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a'x^ 
b^ 
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b' 
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-*- b^ 
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a' x<^ _ tf* x^ 

ir<^ ■*- ^7 








tf*x7 
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&c. 
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Le quotient eft donc la fcrîe fuivante ( -^ ) -^ 4^ ~ 

peut fe continuer autant quon voudra. . 

CCCXII. 

Si X eft le premier terme du divifeur , enforte que 
la fraÛion donnée foit ^^^ > alors le quotient de là 

divifion fera la fuite infinie (B^ ^-^ZL îf- -h tll ZZ 

\ / ^ ' ^ * yj • 

-^•4--j74'77-^-7i--+--7r"+-&c. Cette fene fe 
trouve de la même manière que la précédente. 

CCCXIII. 

Pour qu'une Théoreme 1. Si dans la ferie y^ dans laquelle les 

vêrgeme^&"' cxpofans de X vont en croiflant , a; eft fort petite en com- 

gr^^d tlme" P^^^^^^ de b^ enforte que -j-foit une fra£lion moin- 

retàet^ n ^^^ ^^ lunité , cette ferie fera convergente & vraie , c eft- 

divifeur. à-dire = 7^ . 

De'monstration. 1^ Cette fuite fera convergente. 
Car dans Thypothefe de x,<!bp les puiflances -j-^ Tb^ 
^ &c. de la fraftion ~ forment une progreflîon géo- 
métrique qui décroît à l'infini d'autant plus rapidement 
que ~ eft plus petite. Donc en faifant enforte que les 
tejrmes de là ferie A fe règlent fur les puifTances de 
-^ , ce qui eft facile en lui donnant la forme fuivante 

voit que chaque terme fera beaucoup moindre que celui 

qui 
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qui le précède, & qu'ils décroîtront à l'infini. Donc 
( Açt. cccx. ) la ferie fera convergente. 

;2°. Je dis que cette fuite A fera vraie , c'eft-à dire i 
qu'elle nous redonnera la fraftion ^^ dont elle a pris 
naiflance. Car , comme nous venons de le voir , la fuite 
'*={x + '-^"}x(F){.+^+^-H:4-^&c.}i 
or F a tous fes termes en progreflîon géométrique de-- 
croiflante à l'infini, puifque par lliypothefe a: < ^. Donc 



fa fomme = 




hh 

aab 



; on a 



donc -^^ = 



aax 



^-{'-T^'-T-} 



bb - 



XX 



bb-, 



-:=iaax 



ib-^x). {b -X) 



a Q, F. P. 



* Nota» Les règles des proportions 
connues fans doute par tous nos Leôeurs, 
flous apprennent qu'il eft aifc d'avoir la 
ibmme d'une progreffion géométrique 
quelconque décroiiTante à 1 infijii. On 

Îieut la trouver par deux proportions ; 
a première eft que la différence des 
deux premiers termes eft au premier 
tfrme , comme la différence du premier 
terme au dernier eft à la fomme de tous 
les termes qui précèdent le dernier. Or 
dans une progreffion géométrique dé- 
croiiTante à l'infini le dernier terme fera 
infiniment petit , & ne fera par confc- 
quent point comparable aux deux pre- 
miers termes ; le premier terme pourra 
donc être pris pour la différence du pre- 
mier terme au dernier , & la fomme 
de tous les termes qui précèdent le der- 
nier pourra auffi être prife pour la fom- 
me de tous les termes. La proportion 
précédente deviendra donc celle-ci : La 
différence des deux premiers termes eft 
au premier terme , comme le premier ter- 
me eft à la fomme de tous les termes» 
La féconde proportion eft celle-ci : La 
fomme des amécédens eft à la fomme des . 
ipnféquens , comme un feul antécédent eft\ 



à fon conféauent» Or tous les terme* 
(ont antécédens hors le dernier , & tous 
les termes font conlequens hors le pre- 
mier. Mais la progreffion géométri^e. 
étant décroiiïante à l'infini » fon dernier 
terme fera infiniment petit , & par con- 
féquent pourra être regardé comme nul 
par rapport aux autres. On aura donc: 
La fomme de tous les termes eft à la 
fomme de tous les termes moins le pre^ 
mier , comme un feul antécédent eft a fon 
conféquent. 

Appliquons ces deux proportions à 
la progreffion préfente ; en nommant / 
la fomme de tous les termes , on aiura 



Donc / = 
/- I : : I 



X' 



b^'i 



i". On aura /; 



— . Donc (/-i)x 1=: 



/x ^; donc/x i-./x tt == « 5 



donc / = 



a - 



^»-.** 



Qq 
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CCCXIV. 
Théorème 2. Dans la ferie (B) — Zp ~^^ 

^ ^ X x^ x^ 

H H — H 7- H — H ; h &c, dans la^ 

x^ x^ x^ x^'x* 

quelle les expofans de x vont en décroiflant y puifqu elle* 
eft la même que la fuivante^^^c" ^ ^^aab x''^^ aa b^x^ ^ 
Zî^ aab^ x'^'^ -+- àic, fi x eft plus grande que b, enforte 
que la fraâion — foit moindre que l'unité^ cette ferie 
fera convergente, & donnera la vraie valeur de j^* 

Démonstration, i°. Cette ferie B fera convergente- 
Car en lui donnant la fomme fuivante / — Hh ^^ \ >Ç 

{b* b^ b ^ «v 

I '^—r^—r^'jT^ &c« \ ^^s termes font ordon-^^ 

nés par rapport à la progrelfion géométrique y i y—r r —i^ 
Sec. laquelle décroît d'autant plus vite que la firaâionD 
-j- eft plus petite* Donc cette ferie alors fera conver- 
gente , & d'autant plus convergente que x fera plus granj^ 
de par rapport à b.. 
a^. La fuite (B) fera vraie , c'eft-à-dire = -^ dàns^ 

^ ^ X Ht b ' 

le cas de X >^,. Car on a> comme nous venons de le voir^ 

i> c aa -7- aab -^k , ^^ c . b^ , b^ . b^ « •> 

5= { -+7r} >^(^) { 1 -+-;^-*-7-*-»-.-7 -^ &c.} 

Or dans cette fuite h étant ■< «, G forme une progrelfion.: 
géométrique décroiflante à l'infini. Donc (N*.Art.cccxiii.), 
fe fomme = -1^. . Donc 5 = / — ^I -^^ 1. x 

^aa>i ^x-b),Cx + i), =^ 




x-t-éb 
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CCCXV. 

Corollaire i. Il faut conclure des deux Théorèmes convergentes 
précédens, que fi dans la ferie A^ x étoit plus grande que vwie" ^ ^ 
^ , ôc fi dans la ferie B ^ x étoit plus petite que b^ ces 
feries feroient divergentes ; auquel cas on prouveroit 
aifément que la ferie A provenant de la fradion -^^ ^ 
& la ferie 5 qui vient de ^-^ > feroient d une valeur in- 
finie , au lieu que les fraûions —— y —t-i font finies* 
Donc ces fuites A Se B donneroient faux, La raifon en 
eft fimple & évidente. Car la vraie valeur d'une fraÛioii 
eft le quotient de la divifion > plus le refte divifé par le 
divifeur. Or il eft aifé de voir que dans les feries con- 
vergentes ce refte va toujours en diminuant y d'autant 
plus que la ferie eft plus convergente , enforte qu'il de- 
vient fi petit qu'on peut le regarder comme nul. Par 
exemple, dans la ferie (A) (Art. cccxi. ) qui fera d'au- 
tant plus convergente , comme nous venons de le démon- 
trer ( Art. cccxiii.) , que x fera plus petite par rapport à 
b y fuppofons x=^i y b=io 9 a=:i y fi on s'en tient au 
fixieme terme du quotient ^^ , on aura pour refte ^^ 
^ divifé par ^-f-A-; c'eft-à-dire 4^ iooooooo'x*.io± i; ^^^^^^ 
tion qu'on voit bien être déjà fort petite. Si on prend 
tncore un terme au quotient + -—- > le refte fera -+- 
r oooooooo!(ro±i; ^ 9^^ ^^ beaucoup plus petit que le 
refte précédent , & toujours ainfi de fuite. Si au lieu de 
fuppofer ^ = 10, on le fuppofe = loo , alors les reftcsj^ 
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comme on le voit, décroîtront beaucoup plus rapidement ; 
enforte qu'après avoir pris un certain nombre de termes , on 
pourra regarder ces relies comme nuls y & le quotient com- 
me la valeur exadke de la fradkion. C eft le contraire dans les 
feries divergentes ; plus elles font divergentes, plus le refte 
eft grand : il va toujours en augmentant à mefure qu on 
prend plus de termes au quotient, Suppofons dans la 
ferie y^, qui dans ce cas fera divergente , i=i, a= i ^ 
;c = 10 : fi on s'arrête au quatrième terme h^ ~lT^ y ^^ 
aura pour refte -4- —^-^ — divifé par b^x^ c*eft-à-dire 
^ i^rTn^io) ^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^i^ ^^^^ grand. Si on 
prend un cmquieme terme ^ le refte fera ^ ixri4-io) ^ 
qui eft plus grand que le précédent ; 6c ainfi de fuite« 
Donc dans les feries divergentes plus on prend de 
termes > plus on s'éloigne de la vraie valeur de la pro*- 
ipofée. Donc les feries convergentes font feules bonnes» 

CCCXVI. 

Divîfiondes COROLLAIRE 2, Il faut diftinguer deux fortes de (e<^ 

ge"^e^^"Jn'" ries convergentes. Les unes font d'autant plus conver-; 

^cSww^ g^ï^f^s , que leur indéterminée eft plus petite; & dans 

w otXj^w- ^^^ premières qu'on nomme feries croijfantes ou afcendantes 

4anfcu les expofans de cette indéterminée vont en croifTant^ 

Telle eft la ferie yi (Art. cccxi. ). Les autres conver» 

gent d'autant plus que leur indéterminée eft plus grande* 

Dans celles-là les expofans* de l'indéterminée vont en 

4éccoiUl^nt 2 6c elles fe nonunent feries décroiffames o\| 
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'defcendantes. La fuite B ( Art. cccxii. ) eft de cette fecondo 
efpece. Il ne faut pas confondre ces deux genres de fuites: 
car on les employé à des ufages fort différens ôc quelque-^ 
fois même oppofés. 

CCCXVII. 

Corollaire général. Il fuit évidemment de ce que 
nous venons de dire , que lorfqu'on veut par des divifîons 
continues ^ réduire des fractions dont les dénominateurs 
font compofés de termes inégaux, en feries infinies de 
valeurs égales à ces frayions , il faut que le plus grand 
terme du dénominateur foit le premier en divifeur ; au- 
trement les fuites provenantes de ces divifions feroient 
divergentes, ôc par conféquent fauffes« 

CCCXVIIÏ. 

ScHOLiE I. Si dans la propofée j-zfr; > ^ étoît= x^ EmbarrM 
îdors elle deviendroit /^ , ; & en faifant la divifion on le dénomina- 

-- ^^ ^^ ^^ teur a (es ter< 

auroit la ferie fuivante "V^^X'^T^^T'^^T ^^* ™^^ ^^^ 

= {-^:ï:-^\x(i^ i.H- 1 -♦- 1 -1- 1 -i- &c. ) 

== -^ X (lIhI-+-IHhI-4-l^^ &C. ) 

Donc en fuppofant qu'on ait i°. ^^ , cette ferie de- 
vient ~ x(i-4-i*+-i-Hi-4-i-+-i-l- &c, ) d'une 
valeur infinie ; ce qui ne nous apprend rien de nouveau ; 
puifque nous favons déjà que -^ZT "^^ "^ ^"^ ^ * 

a°. Si on a ^-qp-j > alors la ferie réfultante de la divifion 
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cfl -^x( I — 1-+- I — i*Hi — i-Hi — m-i — H-&C.) 



«=-yX (o-+-o-4-o-t-oH-oM- &€• ) = o; donc on 
auroit j-^^ =: o , ce qui eft faux* 

Donc en général dans le cas de b=ix ^ la dîvîfion 
infinie de la ftaftion y:^ ne nous donnera qu'un infini 
que nous connoiffions déjà dans j-^'x ^ ^ ^^^^ donnera 
toujours faux dans ? • 

Donc toute fradion dont le dénominateur binôme a 
fes deux termes égaux y ne pourra dans l'état où elle eft 
alors ^ fe réduire en fuite infinie* 

CCCXIX. 

Ce qu'il faut ScHOLiE 2. Cependant il eft une préparation par le 
^^ ^ ^^ moyen de laquelle on peut appliquer avec fuccès la mé- 
thode des fuites aux fra£lions> dont le dénominateur binô- 
me fera compofé de" deux termes égaux ; en fuppofant 
toutesfois qu'il eft la fomme de ces deux termes : car s'il 
en écoit la différence > alors le dénominateur étant zéro^ 
la fraâion feroit vifiblement infinie. Cette préparation 
confifte à partager la fomme des deux parties du déno- 
minateur en deux autres parties inégales i dont la plus 
grande foit la première en divifeur. Car alors faifànt la 
divifion, on aura (Art.cccxvii. ) une ferie convergente. 
Applîcadonà Par exemple dans la propofée j-^-^ > on fuppofera c == 
ttûexempe. ^^ ^ ^. ^ ^^^^ [^ fraÊlion devient -^ , dont on voir 

bien que le dénominateur c — x = 2b'^x-^XyeÛ, le 
même que i'^b» La ferie qui proviendra de la divifion 
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^cette dernière fraction fera toujours ( Art. cccxiii. N^'.a.) 
= ^-^ ; & elle fe pourra varier en autant de vraies feries 
qu'on donnera de valeurs différentes à x. 

Si Ton prend c-= ib — x y la fradion 7 — - devient 
-^-^ , dont la ferie faite par divifion infinie fera toujours 
égale à ^^ • Elle fe peut encore varier en autant de feries 
convergentes qu on donnera de valeurs à x moindres que 
a^ — X. 

cccxx. 

Appliquons cette règle à un exemple numérique. Soit Second 
propofée la fraûion — = — ^ dont on voit que le dé- 
nominateur a fes deux termes égaux. Si je divife cette 
fraftion dans l'état où elle eft , je trouve pour quotient 
I — i-Hi — 1-4-1 — i-*-i — iH-i — 1 -+- Ôcc,^ 
= o-4-oH-o-4-o-Ho-H &c. ferie de laquelle le* 
R. P. Grandi conclut que 7=o*+-o-4-o*+- &c. d'où ît 
tire une démonflration de la création. Cependant il ne lui 
étoit pas difficile de voir que la valeur de la fradion — î— . 
n'eft pas feulement le quotient o-Ho-+-o-+-oh-o-4-&c. ^ 
mais encore le refte -f^^ =^ -^ , ce qui ne nous apr 
prend rien de nouveau. 

Si donc Ton veut avoir une fuite convergente de même; 

valeur que la fradion j-j-|, il faut la mettre fous la forme; 

fiiivante ^ qui lui eft égale. La divifion de cette 

fratlion continuée à l'infini donne la fuite — -4- — •+- ~ 

sT "^ m7 "^ ^^' ^^^'•l^^ termes ^ commcon le voit.^ 
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forment une progrefïïon géométrique décroiflante à l'Infînî* 

I 

Sa fomme (N\ de TArt. cccxiii. ) eft donc = 7—^-7- 



I I 

» ^ ) - I 14-1 



9 9 

On pourra encore trouver une infinité d'autres fuites 
toutes égales entre elles & égales à la fraâion 7 , en 
prenant fucceflîvement pour fon dénominateur 4 — 2 , 
^ — 3 , 5 — 4, &c. dont la fomme =32 , & en obfervant 
que le plus grand termç foit le premier en divifeur* 

CCCXXL 

Remarque générale. Ce que nous venons de dire fut 
les frayions qui ont un binôme pour dénominateur , doit 
s'entendre aulli des fraâions dont le dénominateur eft un 
trinôme , un quatrinome & en général une grandeur quel-? 
conque ; puifque , comme on fait y toute grandeur peut 
être réduite en binôme, en regardant une partie de fes 
termes , comme le premier terme du binôme ^ fie l'autro 
partie j conjme le fécond terme, 

CCÇXXII. 

U^agedes PROBLEME 2. Etant donnée la grandeur fourde od 
l'cxtraffion îtrationelle K( aa'^xx) y la débarrafler de fon radical ea 
ite« racines, h rédûifant en fuite infinie. 

Solution. Je fais Textraftion de la racine quarrée 

fuivant la manière ordinaire enfeignée dans tou$ les Livre; 

jd^Algebre ^ fie comme on le yoit icit 
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(2a 

XX < — 



XX x*,x^ yx* .7*' 



^ , f — a 4<î^ — Ha' 64a' — ii8a 



— &c. 



aa ±xx 




-^hxx 


x^ 



t** ^^ **_ x" 5X> 7*'° ____ tx*" - 



- 
4a^ 
** 

H H- 

4aa — 

-f- 


y<f »« 




8 a* 64 4<^ 

*« j,8 




Hh 


8 a* ^4a<^ 
x^ x^ 

8a'» i6a^- 


x^^ y'* 


64a' ^ iç6a** 




<f4a^ — 


A-»° . JC'^ 




^4a8 ijôa*" 

li8a« ^ f lia'*» — 1024a»* 



7Jf 7*' 5*' 



— ii8a« 5iia'° — 1014a** 
. 7x'" 7*** _^ 7*** 7*'<f . IlJf*« 49*** 



4- 



— Is8a» X56a'^ ~ ■ioi4a*^ 1048a'*— 16 j84a'^ ^453^^' 

iiA-'^ 11*'^ ^T^<r Tîirn 1^57^ 

o - ——r. ± .> r-TT4 



511a»" — i024a'^ 1048a'*— itf384a'^ M5}^^'* 



Je prends la racine quarrée de ^^ qui eft j. Je récria 
à droite de a a ';;^xx avec une barre entre deux. Je 
quarre a^ fon quarré cîl aa que je fouftrais de ^^H^!^^^ 
il refte -4- jc a:. Je divife + :v a: par 2a ^ double du premier 
terme de la racine. J'ai pour fécond terme de cette racine 
Hh — . Je récris à côté du premier. Je multiplie ^ -^ 
par 2 ^ + — ^ & j'en fouftrais le produit ^ xx-^ — de 
'^ XX y ce qui fe fait en l'écrivant avec des fignes 

ipontraires j le refte eft — . Je le divife par le doul)le 

''' Rr 
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des termes qui font déjà à la racine , il me vient — r— ?. 
qui efl: le troifteme terme de la fuite* Continuant aind 
lopération, )*aurai autant de termes de la racine que je 
voudrai. Suppofé que j'eufle réfolu de finir ma fuite à 
— ,, : j'aurois pu négliger dans l'opération tous les ter- 

mes tels que ^^ ,^ , &c, dans Icfquels TexpofaxiC de lai 
puiflance de a; eu plus grand que 12.. 

CCCXXIIL 

Si la propofée eft }/'(xx '±^aa)xtn faîfant les mêmes 
(Opérations que ci-deflus on trouvera pour racine la ferie 

^. . aa ^* . a^ sa* . ja^^ 214'* 

fuivante x ^ ■— is—i '^ "T-f n •^ 7^ tt 

-H &c. 

~ CCCXXIV. 

Pour que la R E M A R QU E I . Si dans la grandeur fourdc p^{aa^xx) y 

îericfoîtTraîe nti .i/»i/»/»»iî~ 

le plus grand ^tf elt le pIus grand terme > il faudra le lervir de la pre-^ 

tcnne doit •/•••! /* • « 

être le pre- siiere imte qui dans ce cas fera convergente y vraie > oc 
approchera d'auflî près que Ion voudra de la racine cher- 
chée; Mais a XX Q^ plus grand que a a^ alors il faudra. 
iè fervir de la féconde fuite infinie* 
. On extraira de même par le moyen de fuites infinies 
les racines cubiques y quatrièmes > cinquièmes &c^ des 
<^uantitéis qui n'en ont point de finies*. 

ccçxxv. 

brég7/'ies^* Remarques. Hya un moyen d abréger lès opérations 
prècé£es> précédentes ; c'eft de fe fetyir du &meux Théorème d$ 
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M. Nevton, pour élever un hïnomc p^q à une puîflance en Ce Cemm 
quelconque m. Telle efl , comme on fait, la formule de deM.Newton 

^ ^ w •» / ^ ïM «'"'•* i»> pour releva- 

ce Théorème p"'-\-mp'"~' a' -t- "" ' ^ ~r l~^ ^ H- "on d'^un bi- 

* — * '* '•* — * nome a une 

w^_Çm-iMm.i)i)'""'%î m.(m-i). (m -t ). (m- j )!>'"*"* J* puiffance 

1.x. 3 ^^ 1.1.3.4 ^ ^ 

— I . X . 3 . 4 . 5 ; 

y».(m>i).(m-x),(m-0.(yyi-4),(m-5 )j >^"' g ^ j. 

1.1.3.4.5-^ "^ — ^^* 

Si c'eft une racine quarrée , ou cubique , ou quatrième 
&c. qu'on veut prendre, alors on fera m ==7, ou j, ou 
i ; & fi la propofée eft un quarré exa£k , ou un cube exaâ> 
&c. la fuite s'arrêtera d elle-même , le numérateur d'un 
des termes devenant zéro ; fmon on la peut pouiTer au(Q 
loin qu'on veut, 

CCCXXVI. 

Pour faire mieux fentîr lufage de cette formule , applî-i 
quons-la à l'exemple que nous avons traité ( Art. cccxxii.) 
y^{aa^ xx). Comparant avfec la formule, on a 











f = ««. . 


> 










î = '* 












m a \ 


1 


mettant ces 


valeurs dans 


tous 


les 


termes de la formule ^ 


elle devient 




[ 
XX' 


I 

' 8 


— 16 


■v 


1x8 


— iî6 


11 
10x4 


a ";c" + &c. 


qui 



eft précifément la même quantité que nous avions trouvée 
( Art. cccxxii. ) par une autre méthode, 

Rr ij 
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CCCXXVIL 

Parle moyen de cette même formule, on élevé auflî 
on binôme à une puiflTance négative entière ou rompue» 
Mais il faut toujours obferver que le plus grand des deux 
termes foit le premier dans l'opération : autrement Tori: 
auroit des feries faulTes. 

CCCXXVIIL 

; On réduit encore par le moyen de ce théorème , des 
iiombresen foires infinies. Si:j'ar,par exemple,. à extraire 
Ift. racine quarrée de z ==. ( Art^cccxx.. ) 3 — ï r ceft^ 
jtrr.dire, à élever 3 — i à la puiflance 7> je vois que 
S=^ 5y f= — '> m = {. Subftituant donc ces valeurs 
dans la formule , elle devient 3^* — 7 3'"" 1 ' •^^ 



*■•*•-> •--4 • . 

réduifîtnt' cette ferîe , on aura là racine approchée de 21 
& ain(l des^' autres. 

On fent bien que la formule s'étend aux trinômes ,, 
quàtrinomes r toute quantité pouvant être regardée commtf 
Vji birîoihe ..( Açt. occxxi^ 

r;^ s ^ '- ^* "CCCX'XIX. 

"Remarque 5.. On. fait fur les fiiîtes infinies, lés 

knêmes opérations que fur les quantités finies i elles font 
• • * 
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Afceptiblcs entre elles & avec des grandeurs finies 
d'addition f de fouftraclion , de multiplication & de divi^ 
^n. On les élevé à des puiflances quelconques donc 
Vexpofant eft entier, ou fradionaire , pofitif ou négatif 
Une des plus importantes opérations qu'on fafle fur les 
Terîes , c'eft de les fommer. Cette opération demande beau* 
coup d adrefle & de fagacité ; .mais on ne peut raffujettîr 
à aucune règle générale , & d ailleurs cette matier-e n'eft 
point de notre fujet. Si l'on veut en voir quelques exen> 
pks, il n'jra qu'à confulter les Mémoires de l'Académie 
des Sciences , plufieurs entre autres de M. Nicole dans 
lefquels cet illuftre Analyfte fait ufage de feries qu'il 
parvient à fommer avec le plus heureux fuecès. On peut 
auflî confulter l'excellent & curieux Ouvrage de- M.^ 
Jacques BernouUi,. qui a pour titr^ : TraSlatus de Seriebus^ 
infini tis y earumque Jitmmâ finitâ y &c. 

Je pafle à lapplication des fuites au Calcul intégraL 

Ufage des fuites pour le Calcul IntégraL 

cccxxx. 

■ Problème t. Trouver par le moyen des fuftes Im- 1®. Pourles 
tégral^ des différentielles eomprifes fous la forme fuivantc binomescom- 

^ „ ? • pn es dans id 

gx dx • (^-f-^jc ) y dans laquelle p eft un nombre formule 
quelconque, & dans laquelle ^ eft plus grand que bx^ . ^* ^^p* 

Solution, Je réduis en fuite infinie {a^bx^)^ i^ 
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ce que je fais par le moyen de la formule de M. Nevton* 
Comparant avec cette formule, je trouve p=ai q=sibx^ j; 
m=^p\ la fuite eft donc ici a^ ^ fa^^^ b^ x^^ -4-" 

I • I X • 1 • 3 

I.t.).4 I.2.4.J 

H- &c. 

Je multiplie chacun des termes de cette fuite par 
gx"" dx , elle devient ga^ x"^ dx-\-pga^~^ bx"*'^* dx 
-H tjLiZzll- ga^~* b^ x'"'*'^" dx -+- )>'(P-0»(y-0 

1.2 1.1.3 

ga^H^ x'^^" dx ^ T-(p-0 '(f-^)'(M) - ga^ i^ x*^^ dx 

I • 1 • 3 • 4 

1.1.3.4.5 
Je prends ( Art. 11. ) l'intégrale de chaque terme 



'»-i- I 



en particulier , j ai 



i.t.3.4(m-(-4»+i) 



^•Cf- I ) . ( p - t ) . ( p - i ) ggf-'* b'* x"-*-^'-*-^ 



f'(p-i).(p-i).(p-i).(p~4)ga'~^i^x''-*-^"*-^ f^ 

i.x.j.4.5.(m-»-j«-Hi ) "*" 

Si on divife chaque terme par ga^ x"*"^^ , & qu'on 
multiplie toute la fuite par cette même grandeur , elle 
devient ga^x""^' x | -ili!! ^ LiflLhl -+- 
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f . C/"-!). (f-^) .(p-O . (p-4) 4 - ^ ^ ^ X ' " -+- ÔCC. l 
i.z.j.4.5.(»»-t-i-*-jn) J 

C C C X X X I. 

Si ^A?" eft >-<j, alors il faut mettre Bx' le premier ter- 
me du binôme qui devient pour lors (bx* -^a) . Je le 
réduis en ferie qui eft ^' «"^ -H/;^^"' at"^"'" a' -»- 

1.1.3.4 
I . 1 . 5 . 4 . T 

Je multiplie , comme ci-deflus x chaque terme de la 
fuite par g x^ dx , elle devient gb^ x^ ^^ dx ^ 
pgb'^ X ^ a dx ■4-. ;>>cy-i ^ gb^ x ' a ax 



l • z 



1 . 1 . J 

^.(p-x).(p-r).(t-i) fbf'^ ^«.->->.p-4« ^4 ^^ 

I . Z • ) • 4 

1 • X . 3 . 4 • 5 
&C. 

Je prends Tintégralc de chaque terme en partîcu- 

l^f ^m -^ np -h i 

lier ; cette opération me donne ^^ „^ ^^ ^ 

jn^„p^n-hi ; i.2.(m-*-»?-»»-*-i) 

. p. (f- I ) > (f -i)g^^ ^ ^ !_ ^r. 

i.i.}.(m-f-wp-3'»"*-0 
i.i.5.4*('»4-«/>-4»-t'0. 
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Divifant chaque terme de la fuite par gb^ x"^'^^^'^^ 
Cela multipliant toute entière par cette même grandeur ^ 

ona enfinjfé^:v ^ x S — r: — t- ^ —r-z — r-, "+* 

p. (p-i )b^'' x^^* a* ^ f'(p^ i)- (P- O > b^^ x'^^^ a^ 

^ j>>(p-i )-(p- X). (P-; ) ^^^x' ^''^^ ^ 

I . 1, 3 .4.(m-+-iip-4ii-f-i) 



p-(y-i )> (P-O* CP- O ' (P - 4) ^ 






CCCXXXIL 



-4- 6ce. 



} 



1^. Pour les Corollaire i. Cette méthode s'étend auflî aux di^ 

^nlm"^^^^^ férentielles trinômes, quatrinoqies, &c. Soit, par exemple^ 

^mrinomes, ^^^^^ç^ d'intégrer gx"" dx.ia^bx'' ^cx''')'i]o 

regarde a-^ bx^ ^ c x^^ comme un binôme dont le 

premier terme eft ^ > & le fécond bx^ ^ cx^^ . Rédui«* 

i^nt en ferîe on 2l a^ '^f a^'^^ ^ (^b x^ ^ c x^^) -f^ 

1.1 j 1.1.3 

{bx"" ^ ex'''') -^ P' (P- 0>Cy- 0>Xy- O /i^"^ 
4 I • 1 . 3 . 4 • 

^j 1.2.3 •4«5 

(^jc^'M-rx*'' ) «-H &c. Je multiplie chaque terme de 
cette fuite par gx^ dx , elle devient ga^ x^ dx •+• 
f^a^'^x'^dx.{bx''^cx'''')'^ t^ P-')' ga^^'»"'dx. 
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j 1.1.) 

I • 1 • ) • 4 

(J;tf'*-4-rx'^") H- &c. Or comme dans cette ferie 
la quantité bx^ '^ cx^^ e^ toujours élevée à une puîf- 
fance dont Texpofant eft un nombre entier ^ il eft évident <: 

( Art. X. ) qu'on pourra prendre l'intégrale de chaque 
terme en particulier. Cette opération nous donnera une 
fuite infinie^ qui étant fommée fera l'intégrale de j^x^dx^ 

(^H- èx'^ -H cx^^ ) . 

CCCXXXIIL 

Ce fera le même procédé (i on a un quatrinome^ etf 
un mot une grandeur compofée d'un nombre quelcbnquç 
de termes. Car regardant un des termes de cette gran*- 
deur comme le premier membre du binôme > 6c tous 
fps autres termes comme le fécond . membre ^ on la re« 
duira en une fuite infinie , dont on pourra toujours prendra 
rinté^raie terme à terme. 

CCCXXXIV. 

. CoROLLATRE;2. Il fuît de là que la quadrature d*un «ondeurS^ 
cfpace quelconque , & la redification d'une courbe ^çs^ /i/rç^I 
quelconque ^ peuvent toujours être repréfentées par des ia"qîl^drftu4 
fuites formées fuivant les règles précédentes. Nous nous ^** ^^* 

Sf 



524 Traite' DU Calcù t inte^gral, 
cèmtenterons d'appliquet ce principe à la quadrature SH 
cercle £c aux logacichmes* 

cccxxxv. 

t • 

Problèmes. Trouver Pexpreflion de la reâificacicQ 
ou de la quadrature du cercle en fuites infinies* 
. S o 1- u T I o N. Soit la portion de cercle ui F H dont 
f* ^ je diamètre =2^, AB:=x y BC oxx FK = dx ; pa 
aura BF = y^{2ax — xx). Soit lare yi F dont Mér 
ment eft FH : on trouvera par la formule de TArt. xci^ 
FHf élément de cet arc /^F, = ■ "^ — x • 

Pour intégrer cette différentielle^ je la réduis en fmce> 
en multipliant adx ip2X {2ax'^xx) élevé à la puifTance 
— 7 par le moyen de la formule de M. Nevton expliquée 
^ Art. cecxxv.). Comparant la propose {aax — xx)^^T 
îivëfelaft)rtaûle(/^-Hf)% on trouve p :=si aax 
" ■■-■ : -- ^ q s=» ^^ XX 



w = -.f 



t 



•» •' ï UaX ""^T f X^ dsÈ 

Jai donc --r = 2^;c .adx '-h ^JL—ILZ. 

•4- i pH 1 —j ^ 1 — — -h &c. • 

L^intégrale de cette fuite prife terme à terme eft 2ax * 

i.3."Ii~ 4.5,x«ft 7,8.râ* p.U.îTigT 

^c. Cette &ite fera d'autant plus convergente < Art« 
cccxui. ) que ^ fera plus petite par rapport k za. Pal 
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exemple, elle le fera fuffifamment, fi a:= — , c*eft-à-dire $ 

Il Tare yîF eft de 60 degrés ; & alors après avoîr pris Tinté- 

grale , il faudroit la multiplier par 6 pour avoir la circoùfé^ 

rence entière. 

CCCXXXVL 

Voîeî une autre manière de trouver par les ferîes la 
reâification du cercle. Soit la tangente AB de l'arc ^D^ inttoàxeàotu 
que je fuppofe de jo degrés ; cherchons la valeur de Ton 
élément Dd . Soit le rayon = i , ji B = xy Bh=:dxi 
CB fera = ï/^(i ^^xx). On trouvera (Art. xuii. In^ 
troduaion) que Dd= ^ — ^ • 

Je réduis cette différentielle en fuite par une divifioil 
infinie. La fuite que me donne cette opération eft 

I 1 *^ I X "** I I *** *^ 

Prenant l'intégrale terme à terme, f ai x — f *' •H -f- «^ 
^^ ^ x^ ^ ^ x^ — -^ x'' -h 6ic. 

Lorfque Tare devient de 4; degrés , alors la tangente 
eft égale au rayon: donc jc=s i ; la ierie eft donc i — f 
-Hj — 7 + 7 — TT -^ &c. ; & en la multipliant par 81 
elle exprimera la valeur de la circonférence. 

CCCXXXVII. 

On trouveroît de même Texpreflion en fuite de la 

<]uadrature du cercle > en intégrant par cette méthode 

dxv^{2ax — XX) ;dx)/^{aa — xx), &c. nous ne nous 

arrêterons pas à ce détail. Il nous fuffit d'avoir montré 

Ja voie qu'il faut fuivre. Je paiïe aux lo^ithmes^ ; 

Sfijl 
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[ CCCXXXVIII. 

y.Appiîca-* PRaFLEME 3. Trouvcr par le moyen des fuites le 

me médiTd^ logarithme d une quantité quelconque. . ^ 

^c^Logari- SOLUTION. L'équatîon de la logarithmique eft com- 

«tie nous lavons vu ( Art. xviii. Inuodu£tion )• -^ =a 

^r r^y c*eft-à-dire, que la différence du logarithme d'une 

grandeur quelconque y 9 ç^ -^ : donc le logarithme de 

cette grandeur y ==/— . Une fuite égale à/— fera 

^np. le Ipgarhhme cherché de y. . ^ 

Je vois bien que je ne puis réduire en fuite — ^ ibus 

icçtte forme. Je lui en donne une autre en faifanty =s 

^ij^Zi je fuppofe ici que y eft un nombre plus grand que 

Tunité. Jai dy^=^dzy & — ^=— ^ , que je puiç 

^(édube en ferie par une diviHon infinie. Cette fuite eft 

\dz zdz . z^dz z^dz . z^dz z^ dz . . 

rdoat l'intégcale eft z ■— ^ z* -^ f z' — ^ z* -4- f z« 

>— jg^'H-ficc» Ceftla formule pour trouver le logarithmu^ 

;^'Un nombre plus grand que l'unité^ 

Lorfque^le nombre reprefenté par j; fera moindre que 
runité f alors on fuppofera y = i — z ; & on aura 
~ = -^-^ f doht l'intégrale en fuite eft — z — 7 z 2i 

««i- i zi -^ i ;ç;4 _ ^ jjj _ i. 2,« _ &c. C'cft I? formulô 

pour trouver le logarithme d'un nombre moindre qua 
l'unitéà 

CCCXXXIX. 

Lorfqu'on d^attde» Iq logarithme d'un nombre plus 
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grand que l'unité y de p par exemple s on pourroit fe fervlc 
de la première formule y en faifant ^= 8 ; ce qui donne 
iH-x=iH-8=p. Mais comnie les termes de cette 
formule vont en augmentant, il vaut mieux fe fervir de 
la féconde formule donc les termes iront en décroiffanc 
très-rapidement-r 

Pour cela il faut (e rappeller ce que nous avons dît 
( Art. IV.) que l x= 1 1 — /-^=o — /— = — / — ; 
on aura / p = — Ij. Donc en faifant z = | , on aura 
I — z= I — f = i — 7 = jî & en changeant les 
lignes de la féconde formule , on aura le logarithme 
cherché de p. 

Il eft donc aifé d'avoir par fa formule précédente le 

logarithme de tout nombre y foit plus grand ^ foit plus 

petit que lo» 

CCCXL. 

Remarque 1. On voit bien que les firadions ratio- s^Auxfrav 
nelles qu'on ne pourra intégrer algébriquement par les nellwr'^^^ 
règles expofées dans le Chapitre X. y s'intégreront par ap- 
proximation en les réduifant en fuites par des divifîons 
infinies , & en prenant terme à terme Tintégrale de ces 
fuites : nous n'entrerons point ici dans ce détail , qui n a 
d'autre difficulté que la longueur du calcuU 

CCCXLL 

Remarque 2. générale. De ce que la méthode des 
fuites ne donne l'intégrale des diâécentielles auxquelles 
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on l'applique ^ que par approximation i il s'enfuie qu'on né 
doit s'en fervir que lorfque les méthodes d'intégrer exa<* 
âement nous manquent; encore faut -il avoir grand foin 
que les fuites foient le plus convergentes qu'il fera poffi« 
ble. Par ce moyen l'approximation différera infiniment 
peu de la vraie valeur cherchée. 

Fin de la P remiere Partie. 
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IL Parti £• Sect. IL Chap. yiL 19-7 
fe= b ; la fuppofidon de y^si^Ar* donne ici /" =s o . 
Donc /a toutes fes racines égales. Donc fuivant ce que 
nous avons dit plus haut ^ il faudra faire ysrr^^a^bx^ 
cxx-^. . . &c.)r''** Mais/=o donne r^* = c''= i; 
Donc la fuppofition fe réduit à yssiafj^bx^cx^^^ 

€X^ ^- . . . ^fX 

Et en effet c'eft ce qu'on trouvera de même > en pre^ 
nant fucceffivement autant d'intégrales que n contient 
d unités. Soit w = 4, la propofée fera j^ =zo, dx étant 
confiant , on aura pour intégrale j^ y que l'on fuppofera 
-égale à une confiante de cette forme -£- ; ce qui fournit 
Téquation fuivante d^y = adx^i & enfuite ddy=i 
axdx* ^bdx^ ; .dy=i^ — ^ ^ bxdx^cdx . Donc 
enfin j^ =» — -+;: — H- ^;c -4- jT, ^ 



G H A P I T R E VIIL 

Comparalforf, de IciiMéthodereoipoféê dans^ie Chà^ 

pitre précéderit nvec celle que nous avons 

donnée dans le Chapitre VL 

CGLVIIL . .^ 

JL Elle; eft la méthode donnée par M. Euler pour la Démonftra- 
folution des équations renfermées dans .la formule Si^d^wéît 
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II. Partie. Sect. II. Chap. IX. 213 

CCLXXIH. 

1'. En faifknt dans {a-^bx'')x^ ddv ^(chfx") ^l^^« 
sedxdv ^ (g-^hx'')vdx* ^=s Of v = y^**"-!- £«"*"*"" 
mi^Cx ^Dx ^ ^Ex ^ ^-. &c. on aura 

dv =imA x^''^ dx -^{m-^n)Bx^'^^^^ dx-^Çm^, 
an)Cx'^'^''"''dx ^ (m-hsn). D x'^^^'''^' dx -H 
(m^4n).Ex'^'^^''''' dx^&cc; & comme dx eft 
confiant > on aura ddv = m . {m — i) j4 x^'^ dx* '-h 
{m^n) • {m*^n — i ) Bat"*"*"'*"* rf;c*-+. (m*4-2n) . 
(m^in — 1) . Cap^"^***"* ^^' •4-(7?H-5») • (m-t- 
3» — i) . D x'^'^ ^^^ ^ d x" ^ (m+4^n) . (m^^n — i). 
^^w-H4»^i^^,^ &c. Subftituant dans Téquation ( a -h 

= 0^ pour Vy dvy ddvj ces valeurs ^ on aura la trans* 
formée fuivante (A^) Scm'^g^am.{m — i)\ /l x^ 
dx^ ^ /(rm + rn + ^ + (m*4-») . {m-hn — i)a) B 
H- {fm^h^bm. [m — i))A\ x^'^^ dx^ -^ {{f^ 
^fn'+-' A + (w-+-«)*(w-+-» — I )*)B-+-(rm*4-2r» 
Jhgj^j^m'^2n).{m-h^n^i)a)C\ x'^'^'''' dx^ ^ 
S (fm -H ifn + A-H(m + 2») . (m^2n — i )^)C-4^ 
(^w-4- 3 cn'+'g + (w + 5») . ('w-f-s» — i)^)DJ- 
^m^-}»^^. + {(/w-*-3/n + A-f-(m+3w) . (m4- 
3» — 1 )^) D-+- (rw-|-4r«H-^H-(m-H4») . (m + 4w 
T— I ) ^)£\ Af'""*"*'*^A:* -h /(/m + 4/» + A + (w-h 

^«).(m-f-4.n — i)i)£\ a:'*'*"''' J;c' -4- &c. = o. 
' J'égale maintenant à zéro les termes homogènes > j'aurai 



214 Traite' du Calcul inte'grau 
la valeur déterminée des coefficiens A^ B^ Cy D , Ei 
& de Pexpofant m* D'abord on a ^-Hrm'+-^m» 
{m — I ) =: o i fie afin de ne pas tomber dans des quan- 
tités affedlées de fignes radicaux y je regarde m comme 
\in nombre connu y 6c je m'en fers pour déterminer g% 
J'aurai donc ^ = — cm — a m. {m— !)• 

Le fécond terme nous donne fcm^cn^g^{m^n). 
[m^n — I )^)1' B ^ir (fm ^ h -^t m . (m — i))yf =0* 
Je fubftitue dans cette équation au lieu de g fa valeur 1 
j^aurai i^w-hr»-— riw — am . (m — 1) -H (m-*-»)« 
(m^n — i)a)y £-+• {fm •4-A-*-^m.(m — i)j- 
^ =: o ^ 6c en efiaçant ce qui fe détruit ^ on a 

j% - A. [A-H/w-^^m* Çw-i)] 

Faifant les mêmes opérations fur les termes fuivants 5 oit 

trouve C = ^cn + zan . (^m^^n^^) 

j^ - C.[fcH-/CmH-2») ■f-^(m-+-i»),(m-Myi-i)] 

"•^ 4Cit 4- 4«» • (iw-f-411-i) 

6cc. 

On voit par là que A fera une quantité confiante arbî*^ 
traire , dont la détermination donnera celle de tous les 
coefficients fuivants. Il eft encore évident que les valeurs 
de ces coefficients étant une fois déterminées > fî un feuL 
d'entre eux eft égal à zéro> tous les fuivants s'évanouiront ^ 
en forte que dans ces cas la valeur de v fera finie ^ & par 
conféquent l'équation {M) intégrable. 

Suppofons, par exemple, que A4-/m-H*w.(m— i) 



IL Partie. Sect. IL Chap. IX. aij 

« 1 alors £ =s o > donne Cs=so^ D=iO, £==0; 
& par conféquent %; =5 ^^r** & la transformée fera 

.^ x'" d X* î^ o f dont on connoît llntégrale. 

Si A«4-/(m«4-»)'+'^(m-t-») . (;^H-» — i) = 0|i 
alors on aura Cs o > £c par conféquent D = o ^ £ ^= o ; 
on aura donc vz=ij4x^^Bx^'^*^. 

Si A-H/(m-h2»)-+-^(mH-2») . (;»-+.»— I ) =so^ 
alors D = o donne auffi £=0, & v = ^x^-+^Bx^'^^ 
-H Cx^'^^^. Donc en général en fuppolaftt i un nombre Equadon* 
entier pofitif oti zéro y Téquation propofée {M) fera inté- fuîvant lef- 
grable toutes les fois quon aura AH-/(m + in)-^^ ^ere* Série 
(W4^î;^),(m-Hi»~i> = G, ou h:=^^f{m^%n) ^^lal^Se 
— ^(m + i»).(i»-+.î»— 1). iS^^"*^ 

CCLXXIV. 

Il y a cependant des cas dans lefquels cette méthode 
ne nous donneroit point Tintégraie que nous demandons; 
ce font ceux dans lefquels le dénominateur de nos coeffi« 
cients s'évanouiroit ; par exemple y fi on avoit r =sa — a. 

CCLXXV. / 

a°. Je fuppùfe maintenant v=5s^*-4-B* -4- Seconde 
C**~*''-H£)x*~'"-t-£«*~*''-*-&c Je fàislesmêmes *"'*• 
calculs que nous venons de £itre plus haut : ils me donnent 
les yaleuxs de Vfdv,ddv\)^ (ubfiitue ces valeurs 



IL P A R Ti E. Sect. IL Chap. IX. 117 
A fera ici comme dans la ferie (A^ une quantité coudante 
arbitraire 9 de laquelle dépendra la détermination de tous 
les autres coefficients ; de en général fi on fuppofe dans 
cette ferie {P) 

^ = — c {k — î») — a(i — in) .{k — in — 1), 
i étant un nombre entier pofîtif ou zéro ^ la ferie s'arrê- 
tera, & Pon aura l'intégrale de Téquation {M). 

Par exemple, fi i=?o, on a B,C,D, E égaux à queYscettefel 
zéro , & par conféquent v =iA x : fi i = i , on aura v = kxtltmtnà 
Ax' + Bx'^% & C^o, D^o, E^oi & ainOde fJ^g^gS^! 
fuite, ^^^' 

CCLXXVL 

Corollaire. De ce que nous venons de dire il Réunion d« 

^ * tous les cas 

S enfuit que l'équation {a-^bx ) x^ ddv -+- C r H- f a: " ^ d'intégrabiii- 

, , > , Il . j , If té précédents. 

9cdxdv'^{g'^rhx ) vdx^ =^ o , dans laquelle ^ 

g ==^ *— ^w — am . {m — i) 

& A =: —/i--*i. (*-.!) 

fera intégrable toutes les fois quon aura f{^^m — in) 
3= A-+-*(iw-+-îii) . {m^in — I ), ou c . ( — k^^in) 
3=s^-ha(i — in) .{k-^in — i); ou bien en mettant 
pour h ai g leurs valeurs , on trouvera l'équation intégra* 

ble , lorfque / = i^- \^n.^ïn ~ «^ 

( en faifant la divifion ) [i— * — m — i»]^;ou lorfquo 

^in) a. 

. On a donc deux façons différentes de trouver une înfî^ 
mité 4e cas dans lefquels la propofée eft intégrable ; Ôç 
//• ?miu E p 



